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«You value your ignorance of what is to come?»

«That may be the most important thing to understand about humans. It is the unknown
that defines our existence. We are constantly searching, not just for answers to our
questions, but for new questions. We are explorers. We explore our lives, day by day,

and we explore the galaxy, trying to expand the boundaries of our knowledge.»

—“The Emissary”, Star Trek: Deep Space Nine

«Well, most people when they don’t understand something, they frown. You. .. smile.»

—“The Pilot”, Doctor Who
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Resumen

Las distribuciones de probabilidad discretas capturan diversas relaciones entre
variables aleatorias, tales como independencias marginales o independencias con-
dicionales. Estos patrones conforman en conjunto lo que se denomina una estruc-
tura de independencias. Estas estructuras cumplen dos roles: por un lado, facilitar
multiples reducciones en complejidad, y por otro, capturar conocimiento acerca
del dominio de interés. Lo primero consiste en la capacidad de las estructuras
para reducir la complejidad muestral de algoritmos que aprenden las distribu-
ciones a partir de observaciones, la complejidad espacial para almacenar las dis-
tribuciones en memoria, y la complejidad temporal para realizar inferencia con
ellas. Lo segundo ocurre debido a que las estructuras permiten extraer afirmacio-
nes probabilisticas acerca de los eventos posibles de las variables. A pesar de la
utilidad de este conocimiento estructural, no fue posible comenzar a obtenerlo,
manipularlo e interpretarlo eficientemente hasta la introduccién de los modelos
probabilisticos graficos en la década de 1980. Debido a su versatilidad, los mo-
delos probabilisticos graficos han tenido un gran auge hasta la actualidad. Sin
embargo, su eficiencia tiene como contraparte una limitaciéon de expresividad: su
representacion mediante grafos —dirigidos o no dirigidos— les impide capturar
relaciones de grano mas fino conocidas como independencias especificas del contex-
to. Estas definen una estructura local o contextual dentro del modelo. El interés
en este tipo de estructuras contextuales ha resultado en muchos avances en una
familia de distribuciones de probabilidad mas general, que incluye a los modelos
graficos, conocida como modelos loglineales. En ellos, la estructura de independen-

cias puede representar no solo independencias marginales y condicionales, sino
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también independencias especificas del contexto. En los altimos anos, ha habi-
do un resurgimiento de interés en el desarrollo de enfoques para el aprendizaje
automatico de estructuras de independencias de modelos loglineales a partir de
datos. Como resultado, existen actualmente diversos algoritmos que permiten el
aprendizaje, la manipulacién y la inferencia eficientes de estas estructuras. Sin
embargo, no existia aun un método eficiente para evaluar estos enfoques de ma-
nera directa en términos de las estructuras de los modelos. Los tinicos métodos
conocidos evaltan estos enfoques de forma indirecta a través del modelo comple-
to producido, el cual incluye no solo la estructura sino también los parametros del
modelo, introduciendo distorsiones potenciales en la comparacion. Esta tesis pre-
senta un método que permite una medicioén directa para comparar las estructuras
de independencia de modelos loglineales, inspirada en la distancia de Hamming
utilizada en modelos graficos no dirigidos, los cuales constituyen solo un sub-
conjunto de los modelos loglineales. La medida presentada provee las ventajas
de poder ser computada eficientemente en términos del nimero de variables del
dominio, y de permitir definir una distancia con las propiedades formales de una

métrica.
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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis presenta un método para la comparacion eficiente de estructuras de
dos modelos loglineales, los cuales son una conocida representacion de distribu-
ciones de probabilidad de las asignaciones de variables aleatorias discretas [Chris-
tensen, 2006, Agresti, 2002, Haberman, 1973]. Las distribuciones tienen implicita
una estructura de dependencias e independencias probabilisticas, las cuales co-
rresponden, respectivamente, a interacciones o falta de ellas entre las variables.
La contribucion de este trabajo esta enmarcada en el problema de aprendizaje de
estructuras de modelos loglineales, que tiene como fin obtener estructuras preci-
sas para representar interacciones probabilisticas extraidas a partir de datos [De-
lla Pietra et al., 1997, McCallum, 2003, Lee et al., 2006, Davis and Domingos,
2010, Lowd and Davis, 2014, Van Haaren and Davis, 2012]. Especificamente, pro-
vee un mecanismo para estimar la calidad de las estructuras obtenidas por medio
de un algoritmo eficiente, permitiendo asi comparar estructuras aprendidas con
estructuras de buena calidad conocidas.

Asi, el método presentado en este trabajo puede contribuir a la evaluacion de

técnicas de aprendizaje de estructuras, teniendo en cuenta que es, a mi entender,
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el primer aporte que realiza una comparacion estructural de manera directa. Es

ademas eficiente en el nimero de variables del dominio, y constituye una métrica.

1.1. Preliminares

1.1.1. Modelos probabilisticos

Los modelos probabilisticos son herramientas para razonar bajo incertidum-
bre mediante un proceso llamado inferencia probabilistica. La inferencia permite
calcular la probabilidad de una proposicion, la cual esta compuesta por una asig-
nacion de valores a variables. Una variable es un atributo o propiedad del mundo
y puede tomar un valor de entre un namero de valores posibles. Esta tesis se en-
marca en modelos para dominios finitos de variables discretas. Algunos ejemplos
de este tipo de variables pueden ser Edad de una persona, Fuma (si fuma o no), y
Cardiopatia. Estas variables podrian tener como valores, respectivamente: name-
ros enteros en el rango [18,90], las categorias {nunca, ocasionalmente, frecuente-
mente}, y {no, si}. Una distribucién consiste en una funcion p que asigna a valores
de una o mas variables una probabilidad, es decir, un nimero real entre 0 y 1.
Las distribuciones de probabilidad deben cumplir con los conocidos axiomas de
Kolmogorov. Para una variable, la distribucién de probabilidades sobre cada valor
es su distribucion marginal. Por ejemplo, la distribuciéon marginal para cardiopatia
podria ser p(Cardiopatia = si) = 0,3 y p(Cardiopatia = no) = 0,7'. Cuando el
interés reside en las probabilidades de combinaciones de variables, se utilizan las
distribuciones conjuntas. Por ejemplo, la Tabla 1.1.1 es una representacion exhaus-

tiva de una distribucion de probabilidad conjunta. También podria representarse

'Todos los valores en este ejemplo son ficticios.
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Cardiopatia
no si
frecuentemente | 0.07 0.18 || 0.25
Fuma | ocasionalmente | 0.28 0.09 | 0.37
nunca 0.35 0.03 || 0.38

\ 07 03 [ 1

Tasra 1.1: Ejemplo de wuna  distribuciéon conjunta,

p(Fuma, Cardiopatia). Las filas muestran probabilidades sobre

los valores de Fuma y las columnas sobre la existencia de una

Cardiopatia. La ultima columna muestra la probabilidad marginal

sobre p(Fuma) y la Gltima fila contiene la probabilidad marginal

para p(Cardiopatia).

como una tabla de solo dos columnas, una con las posibles asignaciones conjun-
tas de las dos variables (un ejemplo de asignacion es: <Fuma = ocasionalmente,
Cardiopatia = no>) y otra con la probabilidad conjunta de cada asignacion. Asi
tendriamos tantas filas como combinaciones posibles de los valores de las varia-
bles: en este caso, serian [Fumal x |Cardiopatia| = 2 x 3 = 6 filas. Esta forma de
representar una distribucidn requiere especificar tantos valores de probabilidad
como asignaciones. Cada uno de estos valores es un pardmetro de la distribucion.
Posiblemente el ejemplo mas comun de inferencia es la predicciéon de una va-

riable en base a otras observadas previamente. En general, en un dominio de va-

riables {X,...,X,,, Y}, predecir Y corresponde al calculo de

p(lell"')Xn)
p(Xl,...,Xn)

p(Y|X1;---;Xn) =

Esto constituye un caso particular de una distribucion condicional, es decir, una
distribucion de las probabilidades de una variable (en este caso, Y) cuando se
observan valores de otras variables, enumeradas en lo que se denomina su con-
junto condicionante (en este caso, { Xi,...,X, }). El numerador se encuentra en las

probabilidades conjuntas de la representacion tabular. El denominador se obtiene
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mediante la ley de probabilidad total:

p(Xpn X)) = ) p(Y=9,X1,.0, X,).
yeval(Y)
Siguiendo el ejemplo previo, el interés esta en predecir la ocurrencia de una car-
diopatia en personas de las cuales se conoce su condicion como fumadoras. El
numerador p(Cardiopatia, Fuma) se obtiene de forma directa de cada celda en la
parte principal de la Tabla 1.1.1. La sumatoria para el denominador ya esta re-
suelta en el margen de la columna derecha. Asi, si observamos que una persona

fuma ocasionalmente, obtenemos
0,09

p(Cardiopatia = si|Fuma = ocasionalmente) = 037

)

= 0,2432.

Dado que la distribucién condicional esta normalizada, tenemos que

p(Cardiopatia = no|Fuma = ocasionalmente) = 1 -0,2432 = 0,7568.

La complejidad de las representaciones tabulares para distribuciones conjun-
tas se vuelve rapidamente intratable a medida que aumenta el nimero de varia-
bles a considerar. En este ejemplo, la probabilidad conjunta sobre las dos varia-
bles mostradas solo requiere la especificacion de seis valores. No obstante, si con-
sideraramos informacion adicional, como los anos que la persona lleva fuman-
do, cuantos dias a la semana realiza ejercicio, peso, antecedentes familiares de
cardiopatia, o niveles de colesterol, la cantidad de asignaciones completas cuyas
probabilidades debemos modelar aumentaria exponencialmente con el nimero
de variables. En conjuntos de datos realistas no es inusual que se presenten cien-

tos o miles de variables con cientos de miles o millones de observaciones. Con una
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representacion tabular, estos nimeros resultan inmanejables tanto para su repre-
sentacién en memoria como en el tiempo de computo para realizar inferencia.

Para solucionar estos problemas de complejidad, existen en la actualidad nu-
merosos modelos probabilisticos que permiten descomponer la expresiéon funcio-
nal de las distribuciones conjuntas representadas. Utilizando ciertas suposiciones
sobre las propiedades de la distribucion, un modelo introduce restricciones que
permiten reducir el nimero de parametros necesario tanto para representar la
distribucion como para el computo de cualquier probabilidad.

En el Capitulo 2 explicaré en detalle algunas familias de modelos y como per-
miten esta reducciéon exponencial. A continuacién, proveo una intuicién en base
al concepto que emplean estos modelos para lograr dicha simplificacion: el con-
cepto de independencia probabilistica. En general, los modelos probabilisticos —
entre los cuales se encuentran los modelos loglineales— son capaces de capturar
independencias y dependencias condicionales, las cuales son relaciones entre las va-
riables acerca de como el conocimiento sobre el valor de unas afecta las probabi-
lidades de los valores de otras, teniendo en cuenta otras variables observadas. Las
variables observadas conforman el condicionante de una dependencia o indepen-
dencia. La notacién utilizada en este trabajo es (X4 1L Xp | X¢) para independencia
entre conjuntos de variables X4 y Xp condicionadas en un conjunto de variables
Xc, v (Xadh Xp | Xc) para indicar dependencia condicional. Para facilitar la com-

prension de este concepto presento un nuevo ejemplo.

Ejemplo 1. Para el diagndstico de celiaquia, existe una prueba sencilla en base a
un andalisis de sangre. Esto es porque las personas celiacas que consumen gluten, en
general, tienen niveles mds altos de lo normal de ciertos anticuerpos en su sangre.
Entonces, podemos representar la presencia de enfermedad celiaca como C, una va-

riable con los valores posibles {si,no}, y el resultado de la prueba diagndstica como
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P e {positivo,negativo}. Con esta representacion podemos afirmar, sin lugar a dudas,
que existe una dependencia entre la celiaquia y el resultado positivo de la prueba para

una poblacion determinada:

(P4 C).

Sin embargo, estas pruebas, en algunos casos, pueden resultar en falsos positivos
(personas sin celiaquia pero con resultado positivo en la prueba) o falsos negativos
(personas con celiaquia pero con resultado negativo en la prueba). Esto sucede porque
no todas las personas celiacas presentan los mismos anticuerpos, y algunas personas
presentan los mismos anticuerpos que se asocian a la celiaquia, pero debido a otras
condiciones. A veces es necesario recurrir a una biopsia intestinal, la cual ofrece un
resultado sumamente confiable sobre la presencia o ausencia de enfermedad celiaca.
Teniendo el resultado de la biopsia, saber el resultado del andlisis de sangre es super-
fluo, es decir, es irrelevante, y podriamos representar ese conocimiento de la siguiente

manera:

(P1LC|B),
donde B es el resultado de la biopsia intestinal, B = {positivo,negativo}.

Una particularidad de los modelos loglineales es que permiten representar
cualitativamente la presencia de independencias especificas del contexto, una clase
de estructura de grano mas fino que no puede representarse con las familias de
modelos probabilisticos mas conocidos, los modelos probabilisticos grdficos. Estas
son independencias que se cumplen solo para un subconjunto de los valores de

las variables en el condicionante.
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Ejemplo 1 (continuacién). Siguiendo con el ejemplo anterior, es importante tener en
cuenta que los andlisis de sangre para detectar celiaquia solo son confiables cuando la
persona ha tenido una alimentacion que incluye gluten (por cierto tiempo) al reali-
zar la prueba. Contemplando este conocimiento, podriamos incluir una variable que
represente si la persona consume gluten, G = {0 : no consume;1 : si consume}, y nos

encontrariamos con que la prueba es relevante para un solo valor de G:

(CLPIG=1),

mientras que para el caso negativo, no podemos afirmar que el resultado de la prueba

P nos de informacion sobre la celiaquia C:

(C1LP|G=0).

Esta independencia es contextual, dado que solo se cumple para uno o mds de los

valores del condicionante (en este caso, para G = 0), pero no para todos.

Una subclase de los modelos loglineales son los modelos graficos no dirigidos,
también conocidos como redes de Markov o Markov Random Fields. Estos son una
representacion robusta para distribuciones de probabilidad conjunta, y permiten
codificar de manera compacta un numero exponencial de independencias con-
dicionales [Pearl, 1988, Lauritzen, 1996, Koller and Friedman, 2009]. Para com-
prender la relacion de modelos loglineales con el aprendizaje automatico y las
bases de esta tesis, es relevante conocer en qué consisten las redes de Markov y
cémo se utilizan. Las redes de Markov usan dos componentes interdependientes:
una estructura de independencias y un conjunto de pesos (o parametros numéri-
cos) sobre la estructura. La estructura consiste en un grafo no dirigido donde los

nodos corresponden a las variables y las aristas codifican dependencias directas
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entre ellas (es decir, no mediadas por otras variables). En la actualidad, el apren-
dizaje de estructuras, el aprendizaje de parametros y la inferencia con esta clase
de modelos probabilisticos son problemas importantes de aprendizaje automati-
co, con una amplia variedad de aplicaciones en la literatura, tales como visién
computacional y analisis de imagenes [Hwang and Kim, 2015, Peng et al., 2016],
procesamiento del lenguaje [Tellex et al., 2011], biologia computacional [Li et al.,
2015], y biomedicina [Schmidt et al., 2008, Wan et al., 2015], entre muchas otras.

Los modelos loglineales [Christensen, 2006, Agresti, 2002, Haberman, 1973]
son mas flexibles que los grafos, permitiendo codificar no solo independencias
condicionales sino también independencias especificas del contexto. La represen-
tacion loglineal de la estructura se define como un conjunto de funciones carac-
teristicas, cada una consistente en una asignacion a algin subconjunto de varia-
bles del dominio. Las caracteristicas representan dependencias entre subconjun-
tos de variables aleatorias. Dado un conjunto de caracteristicas, la distribucion
de probabilidad conjunta queda completamente especificada por los pesos de las
caracteristicas, un namero real por cada caracteristica. Estos son los parametros

numéricos del modelo loglineal. Esto se explica en detalle en la Seccién 2.3.

1.1.2. Aprendizaje de estructuras

Generalmente, se caracteriza el problema de aprendizaje de estructuras de mo-
delos loglineales como un problema de seleccién de caracteristicas. Este enfoque
consiste en algoritmos que construyen un modelo loglineal seleccionando carac-
teristicas desde un conjunto de datos, es decir, eligiendo qué funciones caracte-

risticas se utilizaran para representar la distribucién a partir de asignaciones de
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subconjuntos de variables que han sido observadas (asignaciones que estan pre-
sentes en los datos). Las estrategias de este tipo generalmente realizan una bus-
queda que anade o elimina caracteristicas incrementalmente [Della Pietra et al.,
1997, Lee et al., 2006, Davis and Domingos, 2010, Van Haaren and Davis, 2012,
Lowd and Rooshenas, 2013, Lowd and Davis, 2014].

Los trabajos relacionados demuestran que la ventaja en expresividad de los
modelos loglineales ha generado considerable interés en su aprendizaje automa-
tico a partir de datos. Sin embargo, la evaluacion de este aprendizaje se encuentra
actualmente limitada por la imposibilidad de evaluar las estructuras aprendidas
de forma directa. El aporte de este trabajo es proveer una técnica para comparar
la similitud entre dos modelos loglineales de manera Gnica en términos de las
independencias y dependencias que estos codifican. Esta técnica puede mejorar
la comparacion de calidad entre diferentes técnicas de aprendizaje de estructuras,
permitiendo a la vez incrementar las oportunidades de validar las propiedades de
tales técnicas, al obtener informacidn sobre las estructuras aprendidas. Por ejem-
plo, en la actualidad es posible hacer una estimacién de qué métodos obtienen
estructuras mas densas, midiendo la densidad como cantidad de dependencias
aprendidas en relacion al total de dependencias posibles en un modelo saturado.
Sin embargo, esta estimacion es indirecta y provee informacion limitada. En parti-
cular, no es posible verificar si las estructuras mas densas lo son porque contienen
dependencias correctas mas un namero de dependencias espurias, o si omiten de-
pendencias y ademas contienen un namero aun mayor de dependencias espurias.
El método propuesto en esta tesis permite realizar este tipo de analisis.

En el area de aprendizaje de estructuras de modelos probabilisticos en general,
los problemas suelen ser formulados con alguno de dos objetivos diferentes: esti-

macion de densidad o descubrimiento de conocimiento ([Koller and Friedman, 2009],
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Capitulo 19). El primero hace referencia a las funciones de densidad de probabi-
lidad, y consiste en utilizar las estructuras para construir modelos precisos para
tareas de inferencia, tales como la estimacion de probabilidades condicionales y
marginales [Lowd and Davis, 2014, Van Haaren and Davis, 2012, Davis and Do-
mingos, 2010]. Por ejemplo, muchos problemas importantes en el area de vision
computacional consisten en el reconocimiento de caracteres [Lee et al., 2006] u
objetos [Hwang and Kim, 2015] a partir de imagenes. Desde los modelos se ob-
tienen las probabilidades de que una imagen contenga cada clase de caracter u
objeto, y la clase con mayor probabilidad se usa como predicciéon. Cuando se bus-
ca el segundo objetivo, la estructura aprendida por un algoritmo puede emplearse
como un modelo interpretable que muestra las interacciones mas significativas de
un dominio [Lee et al., 2006, Van Haaren et al., 2013, Claeskens et al., 2015, Ny-
man et al., 2014a, Pensar et al., 2017]. Un ejemplo, publicado en [Van Haaren
et al.,, 2013], investiga relaciones entre tres o0 mas enfermedades crénicas (mul-
timorbilidad) a partir de modelos probabilisticos aprendidos por un numero de
algoritmos desde los datos clinicos de pacientes. En ambos escenarios, la estruc-
tura juega un rol importante. Esto ocurre de forma directa en el descubrimiento
de conocimiento, puesto que la extraccion de informacion se realiza de forma
principalmente cualitativa analizando qué interacciones estan presentes y cuales
ausentes, pero también de forma indirecta en la estimacion de densidad, ya que
los errores en la estructura derivan en interacciones faltantes o sobrantes. Las in-
teracciones faltantes llevan a la imposibilidad de obtener estimaciones correctas
por falta de representacion en la forma funcional de la distribucién, mientras que
las sobrantes conducen a imprecisiones a causa de un aumento en la compleji-
dad del computo de las estimaciones. Por estos motivos es de gran importancia

la evaluaciéon adecuada del aprendizaje de estructuras, para garantizar que los
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algoritmos con una mejor evaluaciéon son efectivamente los que tienden a apren-
der estructuras correctas. Esto no puede garantizarse con los métodos empleados

actualmente, como se explica en la siguiente seccion.

1.1.3. Aportes previos relacionados

Durante la revision de la literatura, no he encontrado medidas de distancia
estructural para evaluar la similitud de dos modelos loglineales en términos de las
independencias especificas del contexto que codifican. La literatura de algoritmos
de aprendizaje de estructuras de modelos loglineales solo evaltaa algoritmos en
términos de la capacidad de inferencia de las estructuras aprendidas, mientras que
los analisis estructurales se reducen a comparaciones por inspeccion en casos de
juguete o mediciones indirectas relacionadas a propiedades de las estructuras.

Una forma limitada de analizar estructuras por inspeccioén visual deriva de los
diversos aportes para la interpretabilidad de modelos loglineales. La extraccién
de informacién desde una representacion analitica convencional es dificil y te-
diosa, puesto que leer independencias desde ella no es trivial. Debido a que las
independencias especificas del contexto solo se cumplen en un subespacio de las
configuraciones del condicionante, su representacioén conlleva una gran compleji-
dad que no puede resolverse completamente con el uso de grafos. Por esta razon,
recientemente, se han desarrollado una variedad de representaciones graficas pa-
ra modelos loglineales que generalizan los modelos graficos no dirigidos. Entre
ellas se encuentran los modelos de interaccion especificos del contexto [Eriksen,
1999, Hojsgaard, 2004], modelos divididos [Hojsgaard, 2003] y modelos graficos
estratificados [Nyman et al., 2014b]. En estas representaciones, la semantica pa-

ra leer independencias condicionales sirve de inspiracion para la representacion
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grafica de independencias especificas del contexto, con el fin de mantener la in-
terpretabilidad del modelo. A pesar de estos importantes esfuerzos por mejorar la
visualizacion y extraccion de conocimiento, en ninguno de estos trabajos se han
propuesto medidas para la comparacién sistematica de las estructuras de modelos
loglineales.

En la actualidad, al usar la representacion loglineal, el desempeno de los algo-
ritmos de aprendizaje usualmente se mide usando la divergencia Kullback-Leibler
o divergencia KL [Kullback and Leibler, 1951, Cover and Thomas, 2012] para eva-
luar la similitud de las distribuciones completas codificadas por cada estructura
[Della Pietra et al., 1997, Lee et al., 2006, Davis and Domingos, 2010, Van Haaren
and Davis, 2012, Lowd and Rooshenas, 2013, Lowd and Davis, 2014]. Este es un
procedimiento indirecto que tiene varias desventajas.

En primer lugar, la divergencia KL requiere aprender los parametros del mo-
delo ademas de la estructura. Por esto, la calidad de las estructuras es analizada
haciendo una evaluacion de la calidad de las distribuciones completas resultantes,
sin tener en cuenta si la estructura a comparar tiene falsos positivos (dependen-
cias sobrantes) o falsos negativos (dependencias faltantes) respecto a la estructura
correcta. Precisamente, una desventaja de comparar modelos usando la divergen-
cia KL es que los falsos positivos y los falsos negativos tienen diferente impacto
en la calidad de la distribucion, y esto no se refleja en la medida. Los falsos po-
sitivos pueden ser mitigados al aprender los parametros, estableciendo ciertos
parametros en cero para codificar las independencias omitidas. Sin embargo, los
falsos negativos no pueden ser mitigados por los parametros numéricos, porque
anaden suposiciones de independencia incorrectas en la distribuciéon que pueden
invalidar la inferencia estadistica, llevando a conclusiones errdéneas. En cambio, el
meétodo presentado en esta tesis no depende de los parametros, por lo que permite

un analisis individual de falsos positivos y falsos negativos.
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Como segunda limitacion, es importante senalar que el proceso de aprendi-
zaje de parametros es sensible a escasez de datos, y por lo tanto, la divergencia
KL, dependiente de los parametros, podria no ser precisa cuando los datos son
insuficientes. El nuevo método presentado se calcula sobre las estructuras y por
lo tanto no es influenciado por la escasez de datos. Al aprender estructuras para
dominios de muchas variables, debido a que el computo de KL no es factible, se
puede utilizar la Verosimilitud Condicional (Marginal) (C(M)LL por sus siglas en
inglés) [Lee et al., 2006, Davis and Domingos, 2010, Van Haaren and Davis, 2012,
Lowd and Rooshenas, 2013, Lowd and Davis, 2014]. Sin embargo, la C(M)LL es
un método aproximado, y también presenta las dos limitaciones mencionadas, al
requerir la tarea de aprender los parametros numéricos de la estructura.

Para comprender cualidades estructurales sin tomar en consideracion los pa-
rametros, algunos trabajos han utilizado el namero de caracteristicas y la longitud
promedio de caracteristicas [Van Haaren and Davis, 2012, Edera et al., 2014a,b],
los cuales son indicadores indirectos y resumidos y, como tales, son poco informa-
tivos; ademas, no permiten una comparacion confiable entre diferentes estructu-

ras.

1.1.4. Descripcion del aporte de esta tesis

El método propuesto funciona contando el numero de diferencias estructura-
les que aparecen entre dos modelos loglineales. Definiremos estas diferencias es-
tructurales en términos de dependencias contextuales entre dos variables, dadas
asignaciones completas de todas las restantes variables. Comparando qué depen-
dencias e independencias se cumplen en ambos modelos y en cuales no coinciden,
es posible producir una matriz de confusion que cuenta los verdaderos positivos,

falsos positivos, verdaderos negativos y falsos negativos que estan presentes en
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el segundo modelo en relacion al primero. Asi, los verdaderos positivos corres-
ponden a dependencias que estan presentes en ambos modelos; los verdaderos
negativos corresponden a dependencias ausentes (independencias) en ambos mo-
delos; los falsos positivos corresponden a dependencias presentes en la segunda
estructura que estan ausentes en la primera; y los falsos negativos corresponden a
dependencias ausentes (independencias) en la segunda estructura que estan pre-
sentes en la primera.

En grafos no dirigidos, la comparacion se realiza de forma similar en base a
aristas, que tienen una correspondencia con dependencias condicionadas en to-
das las restantes variables, con la diferencia de que son condicionantes no asigna-
dos, es decir, no contextuales. La suma de los valores de la contradiagonal de la
matriz de confusion (falsos positivos mas falsos negativos) es la conocida distan-
cia de Hamming, usada ampliamente para la comparacion estructural de redes de
Markov [Bromberg et al., 2009, Schliter et al., 2014, Pensar et al., 2017, Schliiter
et al., 2018]. Sin embargo, en contraste con las redes de Markov, un computo ex-
haustivo para producir la matriz de confusiéon de un modelo loglineal presenta un
costo computacional exponencial respecto al nimero de variables y al producto
del nimero de caracteristicas de cada modelo.

El método propuesto en esta tesis computa los valores de la matriz de con-
fusion para estructuras de modelos loglineales de manera eficiente con respecto
al nimero de variables. La eficiencia con respecto al nimero de caracteristicas
no esta garantizada para un gran nimero de caracteristicas en los modelos y esta
sujeta a trabajo futuro.

La propuesta puede contribuir a los dos objetivos del aprendizaje menciona-
dos previamente: descubrimiento de conocimiento y estimacion de densidad. Da-

do que una de las principales ventajas de los modelos es su interpretabilidad, el
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reconocimiento de diferencias estructurales entre dos modelos puede ser utiliza-
do para analizar las diferencias entre el modelo loglineal subyacente de un proble-
ma sintético y el modelo aprendido por un algoritmo en términos de interacciones
faltantes o sobrantes. Ademas, puede ser utilizado para examinar diferencias es-
tructurales entre modelos obtenidos por diferentes métodos de aprendizaje. Por
otro lado, una mejor estructura puede mejorar tanto la calidad como la eficiencia
del aprendizaje de parametros, lo que conduce a mejores modelos para tareas de
inferencia. La utilidad del método se enfatiza con la ventaja de que cumple con
las propiedades de una métrica, con lo cual se puede contar con garantias tedricas

sobre los resultados obtenidos mediante su uso.

1.2. Organizacion de los restantes capitulos

Los capitulos siguientes de este trabajo estan estructurados como se describe
a continuacion.

El Capitulo 2 introduce conceptos relevantes sobre teoria de probabilidad y
modelos probabilisticos graficos. Se presentan las definiciones de distintos tipos
de relaciones de independencia y el concepto de modelo de dependencias. Se ofre-
ce una introduccion al concepto de redes de Markov, presentando definiciones y
propiedades requeridos para la comprension de ciertos elementos de esta tesis
que estan basados en ellas. Se definen modelos loglineales y se provee una breve
resena de algunas propuestas para la representacion grafica de sus estructuras,
con sus respectivas problematicas concernientes a la comparacion de las mismas.
Por ultimo, se resume el problema del aprendizaje automatico de modelos logli-
neales a partir de datos, detallando metodologias experimentales y algoritmos

existentes en la literatura.
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El Capitulo 3 aborda tres temas principales. En primer lugar, se sirve del con-
cepto matematico de medida de distancia (o métrica) para delinear las caracte-
risticas deseables para la comparacién de estructuras. En segundo lugar, presenta
un método de comparacion de estructuras de modelos probabilisticos graficos no
dirigidos. Por ultimo, describe métodos indirectos para la comparacién de estruc-
turas de modelos loglineales.

El aporte de esta tesis es desarrollado en los Capitulos 4 y 5. El Capitulo 4 se
enfoca, por un lado, en el analisis y justificacion del problema, y por otro, en la
solucion propuesta. Esta segunda parte incluye un namero de teoremas y demos-
traciones necesarios para sustentar el método. Por su parte, el Capitulo 5 ofrece
la demostracion de que este método es una métrica, de acuerdo a las propiedades
especificadas en el Capitulo 3.

En el Capitulo 6 se enuncian las contribuciones y conclusiones de la tesis, asi
como las posibles lineas futuras de investigacion relacionadas con dichas contri-
buciones.

Adicionalmente, este trabajo proporciona cuatro apéndices. Los tres primeros
proveen definiciones y demostraciones auxiliares para los conceptos utilizados en
este trabajo. En el Gltimo apéndice se comparan de manera ilustrativa el método
directo de comparacion propuesto y la divergencia KL, el ya mencionado método

indirecto utilizado comtUnmente en la literatura relacionada.
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Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se resumen conceptos basicos preliminares sobre teoria de
probabilidad, modelos probabilisticos graficos y algunas de sus representacio-
nes. Para comenzar, se desarrollan conceptos y caracteristicas de distribuciones
de probabilidad y modelos probabilisticos, y se definen los conceptos de indepen-
dencias marginales, condicionales y especificas del contexto. Ademas, se formali-
za la nocion de modelo de dependencias. Estos conceptos son la base de la seman-
tica de los modelos presentados en las secciones subsiguientes. En ellas, se ofrece
una breve introduccion a dos clases de distribuciones y a algunas de sus distintas
representaciones, cuya semantica esta asociada a independencias probabilisticas.
Una de las representaciones mas utilizadas son las redes de Markov, basadas en
grafos no dirigidos. Una clase mas general de distribuciones puede ser represen-
tada a través de modelos loglineales, capaces de capturar estructura a nivel local
o mas especifico, y en los cuales se enfoca el aporte de esta tesis. Posteriormente
puede encontrarse una resena sobre el aprendizaje automatico de modelos logli-

neales a partir de datos, que abarca metodologias experimentales que han sido
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utilizadas en la literatura asi como también la presentacion de algoritmos publi-
cados. Al final de este capitulo se incluye un apartado que sirve como referencia

de la notacion empleada y que resume los principales conceptos presentados.

2.1. Distribuciones de probabilidad y modelos
probabilisticos

Esta tesis aborda modelos asociados a distribuciones de probabilidad sobre
variables aleatorias discretas. Una distribucion de probabilidad es una funcion
p(Xy) sobre un dominio finito de variables Xy, donde V es el conjunto de to-
dos los indices de variables de dicho dominio. En un dominio, cada variable in-
dividual X; puede tomar un valor x; € val(X}). Una observaciéon de los valores
de todas las variables se denomina suceso, observaciéon o configuraciéon comple-
ta, y lo denotaremos simplemente como x, mientras que el conjunto de todos los
sucesos sera denotado como X. La distribucién p(Xy/) asocia a cada posible su-
ceso x € X un valor real entre 0 y 1. Especificar una distribucion conjunta sobre
Xy nos permite describir probabilidades de ocurrencia de eventos descritos por
subconjuntos de sus variables. Sin embargo, una representacion directa de dicha
distribucion requiere la obtenciéon de un niumero de parametros (en este caso, las
probabilidades de cada suceso completo x) exponencial en la cardinalidad de Xy, .
Esto es problematico, tanto para computo y almacenamiento, como para la ob-
tencion de estos valores y su posterior interpretacion y comunicacion por seres
humanos. Hoy en dia, estas dificultades son mitigadas enormemente mediante el
uso de modelos probabilisticos como representacion de distribuciones [Koller and
Friedman, 2009]. Cada modelo asume ciertas caracteristicas funcionales respecto

a la distribucion representada, permitiendo su factorizacion (descomposicion) y
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una subsecuente reducciéon en su parametrizacion. En los modelos probabilisti-
cos, la factorizacion se determina en base a distintos tipos de independencias entre
las variables del dominio, subsumidas en lo que se conoce como la estructura del
modelo. La estructura ofrece una manera natural de conceptualizar las interaccio-
nes entre variables, por lo que se describe como el aspecto cualitativo del modelo,
mientras que los parametros definidos sobre la estructura, en cambio, constituyen

el aspecto cuantitativo que caracteriza dichas interacciones.

2.1.1. Independencias

Los conceptos de independencia e independencia condicional son un principio

fundamental de la teoria de la probabilidad.

Definicion 1. Independencia. Se dice que dos variables X; y X; son independientes
entre si, expresado como (X;11X;), — alternativamente, (X; 1LX; | 0),— si la distri-

bucién de la variable X; es idéntica dado cualquier valor x; € val(X;), es decir,

p(xilx;) = p(x;),

para todo x; € val(X;) y x; € val (X;).

Este tipo de independencia también suele denominarse independencia margi-

nal.

Definicion 2. Independencia condicional. Una independencia condicional (X; 1LX; |
Xz)p indica que la distribucion de X; dados los valores de la variable X; y la conjuncidn

de valores del conjunto de variables Xy solo depende de los valores en Xy :

p(xilxj,xz) = p(xilxz),

para todo x; € val(X;), xj € val(X;) y xz € val(Xz).
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Una interpretacion usual del concepto de independencias es la de irrelevan-
cia [Dawid, 1998, Pearl, 1988, Lauritzen, 1996]. Respectivamente, podemos re-
interpretar las anteriores definiciones diciendo que la informacion provista por
el valor de X; es irrelevante para determinar los posibles valores de X;, y que
conocer X; es irrelevante para X; cuando conocemos el valor de Xz. Sobre la in-
dependencia condicional también podemos decir que la interaccion entre X; y X;
esta mediada por X. Esta vision cualitativa de las relaciones de independencia
condicional es axiomatizada siguiendo las propiedades presentadas en el Apén-
dice A.1.

Existe otro tipo de independencias, no tan ampliamente conocidas, pero que
estan sin embargo presentes en numerosos escenarios: estas son las llamadas in-
dependencias especificas del contexto [Boutilier et al., 1996, Hojsgaard, 2004, Koller
and Friedman, 2009]. Estos patrones aparecen cuando se cumple una indepen-
dencia entre variables solo para un subconjunto de estados u observaciones de un
condicionante, mientras que las mismas variables son dependientes para otros va-
lores de ese condicionante. Formalizaremos esta nocién a través de la siguiente

definicion, tomada de [Boutilier et al., 1996]:

Definicion 3. Independencia especifica del contexto. Sean i, indices, U y W con-
juntos disjuntos de indices en V, con xy € val(Xy). X; y X; son contextualmente
independientes dados Xy vy el contexto xy;, y se denota como (Xl-J_LX]- | xU,XW)p, Siy

solo si

p(xilxj, xu, xw) = p(xilxy, xw),
para todo x; € val(X;), xj € val(X;) y xw € val(Xy ), siempre que p(X;, xy, Xw) > 0.

Podemos relacionar esta ultima definicién con la anterior (Definicién 2) para

obtener la siguiente equivalencia (véanse también [Hojsgaard, 2004], [Edera et al.,
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2014a]y [Pensar et al., 2016]):

(XZJ_LX] |XUUW)p = VXU € Uﬂl(XU), (XZJ_LX] | xU)XW)p- (21)

2.1.2. Modelo de dependencias

Podemos caracterizar la estructura de una distribucién p mediante un modelo
de dependencias: una regla que determina el valor de verdad para todos los triple-
tes de conjuntos disjuntos de variables I(X;, X; | X7), (Pearl [1988], seccién 3.1.3).
Este triplete se interpreta como una pregunta de independencia condicional, esto
es, la consulta booleana de si la independencia (X4 11 X5 | Xc)p se cumple o no en

una distribucién o modelo; simbodlicamente:
I(X4,Xp| Xc)p es verdadero &= (X4 1LXp|Xc),

En otras palabras, un modelo de dependencias captura las independencias y de-
pendencias codificadas en una distribucién de probabilidad. Al modelar la es-
tructura de una distribucion mediante independencias marginales y condiciona-
les, podemos expresar su modelo de dependencias como DN¢(p) (NC indica no
contextual, para explicitar el hecho de que no enuncia dependencias especificas

del contexto):
DNC(p) ={1(X;,X; | Xz),|i 2 j € V;ZS V\ (i, j}}.

Sin embargo, para modelar la estructura de grano mas fino de modelos loglineales
generales, es conveniente redefinir el modelo de dependencias incluyendo todas

las posibles aserciones de dependencia especificas del contexto, de la siguiente
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manera.
i£j€eV;
UWCV\{ij}

D(p) = { I(Xi, X | xu, Xw),p : (2.2)
UNW =0;

xy € val(Xy)

Esta expresion es el punto de partida para la propuesta de comparacion de es-
tructuras de modelos loglineales de este trabajo. Es importante notar que a lo
largo de esta tesis usaré indistintamente la notacidn relacionada con aserciones
de dependencia o independencia para hablar de evaluacion de estas expresiones
no solo sobre distribuciones de probabilidad (por ejemplo, p) sino también sobre
representaciones de su estructura (por ejemplo, un grafo o un conjunto de carac-

teristicas, como se vera mas adelante).

2.2. Redes de Markov

Una importante clase de modelos probabilisticos graficos son las redes de Mar-
kov, basadas en grafos no dirigidos y empleadas para modelar correlaciones; en
otras palabras, son modelos aplicables a fendmenos en los cuales se asume una in-
fluencia simétrica entre variables [Pearl, 1988, Lauritzen, 1996, Koller and Fried-
man, 2009, Spirtes et al., 2000, Gauraha, 2017]. En las redes de Markov, los grafos
representan la estructura de distribuciones de probabilidad, codificando un mo-
delo de dependencias (es decir, un conjunto de independencias y dependencias
condicionales). Si bien la contribucién de este trabajo no se basa exclusivamente
en este tipo de estructuras, estas constituyen la base de algunas representaciones
graficas de modelos mas generales —los modelos loglineales— y, lo que es mas
importante, el aporte esta inspirado en un método para la comparaciéon de estas

estructuras presentado en la Seccion 3.2.1.
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Este apartado comienza por una introduccion a las nociones de la teoria de
grafos necesarias para definir una red de Markov y determinar sus propiedades.
Luego, presenta la formalizacion de dichos modelos en cuanto a estructura y pa-

rametros.

2.2.1. Teoria de grafos

Un grafo es un par ordenado G = (V,E), donde V es un conjunto de nodos o
vértices', y E es un conjunto de aristas. Los elementos de E son pares de nodos
(a,b) donde a,b € V. En la Figura 2.1, se ejemplifica un grafo que corresponde a
V ={a,b,c,d} y E ={(a,c),(b,c),(b,d),(c,d)}. Este trabajo se limita a grafos no
dirigidos, donde las aristas no tienen direccionalidad y por lo tanto los pares en
E no son ordenados. Si (a,b) € E se dice que a y b son adyacentes. Un grafo es
completo si todos sus nodos son adyacentes, es decir, Ya,b € V,(a,b) € E.

Un camino es una secuencia de nodos adyacentes en el grafo. Por ejemplo, la
secuencia (a,¢,b,d) es un camino en el grafo de la Figura 2.1 porque existe una
arista en el grafo para cada par de elementos sucesivos en la secuencia. Se dice
que un par de vértices a y b en un grafo G estan conectados si existe algin camino
desde a a b en G; de otra forma estan desconectados.

Un conjunto de nodos S separa a los conjuntos A y B en G, denotado como
sepg(A;B|S), si todo par de nodos (a,b) tal que a € Ay b € B queda desconectado
luego de eliminar los nodos S de G. En la Figura 2.1, ¢ separa a {a} y {b,d}; es
decir, sepg(a;b,d | ¢).

Un subgrafo de G = (V,E) es cualquier grafo G’ = (V’,E’) talque V' C V,y
E’'={(a,b) € E|a,b e V'}. Un clique en G es cualquier subgrafo completo de G.

Por ejemplo, en la Figura 2.1, existen varios cliques de dos variables, por ejemplo

1Utilizo la misma notacién V tanto para los nodos de un grafo como para los indices de las
variables Xy de un dominio de manera intencional: en los modelos probabilisticos graficos hay
una correspondencia entre las variables y los nodos del grafo.
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G’ = {{b,d}, {(b,d)}}, y existe también un Unico clique de tres variables, G” =
{{b,c,d}, {(b,c),(b,d),(c,d)}}. Un clique es mdximo cuando no es un subconjunto

propio de otro clique. Siguiendo el mismo ejemplo, G” es un clique maximo pero

G’ no lo es.

Ficura 2.1: Ejemplo de un grafo no dirigido.

2.2.2. Parametrizacion y estructura de independencias en redes

de Markov

2.2.2.1. Definiciones

Las redes de Markov son una clase de modelos probabilisticos graficos cuya
estructura es un grafo no dirigido y cuya parametrizacion consiste en un conjun-
to de funciones potenciales o factores. Los factores ¢(Xp,), i = 1...k estan definidos
desde subconjuntos de las variables aleatorias Xp, C Xy hacia nimeros no negati-
vos. La forma de la distribucion conjunta asociada a una red de Markov se expresa

como

k
pOt) = 5 [ [itx0).

Z es una constante de normalizacion que garantiza que p sea efectivamente una

distribucion de probabilidad, y se la conoce como la funcion de particion. Se define
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como '
Z= Zl_[(Pi(XDi)'
izl

En estos modelos, la parametrizacion define interacciones locales entre variables
que se encuentran relacionadas directamente entre si a través de los factores. Los
modelos locales se vinculan multiplicando dichas interacciones; finalmente, la
distribucion se define tomando el producto de los factores locales y normalizan-
dolos.

La estructura de estas interacciones es representable a través de un grafo no
dirigido: los nodos corresponden a las variables en Xy, mientras que cada arista
codifica una interaccion directa entre un par de variables, es decir, una conexion
que no esta mediada por otras variables. Mas concretamente, si la parametriza-
cién de p contiene un factor con un par de variables (X;,X;), entonces su grafo
correspondiente contiene la arista (7,7). Se dice que una distribucion p factoriza
de acuerdo a un grafo G si para todos los cliques X C Xy existen funciones no ne-
gativas ¢c que dependen de x solo a través de X. Es comun asumir, sin pérdida
de generalidad, que los conjuntos X son cliques maximos.

Dado un grafo G que representa a p, es posible leer independencias condi-
cionales utilizando el concepto de separacion de vértices en G. Este criterio nos

permite obtener el siguiente conjunto de independencias globales:
I(G) = {(XalLXp | Xz), |sepc(A;B1 Z)},

para todos los subconjuntos disjuntos A,B,Z en V.
En otras palabras, si G representa a p, podemos afirmar que (X4 1L Xg | Xz )p si

y solo si todo camino de A a B en G contiene un miembro de Z.
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Ejemplo 2. Por ejemplo, si suponemos que el grafo de la Figura 2.1 representa la es-
tructura de una red de Markov G, podemos extraer las siguientes independencias:
(Xo Xy | Xc)g
(Xa L Xy | Xe) Xa)G
(Xa L X4 1 Xc)g
(Xo LXg | Xp, X))

ademds de miiltiples dependencias, tales como (X, AL X, |0)g, 0 (X, A X4 |Xp)g-

2.2.2.2. Correccion y completitud

No siempre es posible usar la separacion de vértices para extraer correctamen-
te todas las dependencias e independencias contenidas en una distribucion. En es-
te contexto, se dice que un criterio es “correcto” cuando todas las independencias
representadas en un grafo se satisfacen en cualquier distribucién que factorice
sobre ese grafo. Por otra parte, un criterio es “completo” cuando todas las inde-
pendencias presentes en la distribucion estan representadas en su grafo asociado.
Se ha demostrado que las Gnicas distribuciones para las cuales la separacion es
un criterio correcto y completo para determinar independencia condicional son
aquellas para las cuales se cumplen ciertas propiedades, reproducidas a continua-

cion desde [Pearl, 1988].

Definicion 4. Un grafo no dirigido G es un mapa de dependencias de un modelo de
dependencias de p si existe una correspondencia uno a uno entre los elementos Xy del
modelo y los vértices V de G, tal que para todos los subconjuntos disjuntos A,By Z en
V tenemos que

(XallXp| Xz), = sepc(A;B|Z).
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Similarmente, G es un mapa de independencias de p si

sepG(A;B | Z) o (XAJ_LXB | XZ)p-

Si G es tanto un mapa de independencias como de dependencias de p, decimos que G es

un mapa perfecto de p.

Decir que G es un mapa de independencias para p es equivalente a afirmar que
p satisface las independencias en Z(G). Esto quiere decir que, si un grafo es un
mapa de independencias de un modelo de dependencias, los nodos que pueden
ser separados en el grafo corresponden a variables condicionalmente indepen-
dientes, pero no garantiza que los nodos conectados sean dependientes. Cuando
esta tltima condicién se cumple decimos que G es un mapa de dependencias de p. A
la inversa, si se tiene que G es un mapa de dependencias de p, esto garantiza que
los nodos conectados son dependientes en p, pero es posible que existan variables
dependientes cuyos nodos estan desconectados en G. Estas dificultades implican
que deben existir restricciones sobre el conjunto de modelos de dependencia que
pueden ser representados graficamente por una red de Markov. Un modelo de

este tipo se describe como isomorfo a grafos.

Definicion 5. Si existe un grafo no dirigido que constituye un mapa perfecto de p, es

decir, si para todos los subconjuntos disjuntos A,By Z en V se cumple que

sepG(A;B | Z) — (XAJ_LXB | Xz)p,

entonces se dice que p es isomorfa a grafos.

Las propiedades que deben cumplir las aserciones de independencia de un
modelo para garantizar isomorfismo a grafos se encuentran caracterizadas a tra-

vés de un conjunto de axiomas que pueden ser consultados en el Apéndice A.2.
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2.2.2.3. Propiedades de Markov

El criterio de separacion permite obtener un conjunto de independencias glo-
bales Z(G). Adicionalmente, las independencias contenidas en una distribucion
se pueden definir de otras maneras, a través de lo que se conoce como las suposi-
ciones locales de Markov. Las siguientes son las definiciones de independencias por

pares e independencias locales, tomadas de [Koller and Friedman, 2009]:

Definicion 6. El conjunto de independencias por pares asociado con un grafo no

dirigido G = (V,E) se define como
7,(G) = { (X X; | Xy \ (X5, X; )| (i) € E},

para todos los pares X;, X; en Xy.

Esta definicion formaliza la idea de que dos variables que no estan directa-
mente enlazadas en un grafo solo pueden tener una correlaciéon mediada por otra
variable o conjunto de variables. Indirectamente, también establece que, si exis-
te una correlacion que no es mediada por ninguna otra variable o conjunto de

variables, esta se representa a través de una arista.

Definicién 7. La manta de Markov de una variable X; € Xy, denotada como MBg(X;),
son los vecinos del nodo i en G. Las independencias locales asociadas con G se definen
como

I, (G) = {(X; LLXy \ {X;} \MBg(X;) IMBG(X;))| X; € Xy }.

Esta ultima definicion implica que cualquier variable es independiente del res-
to dadas sus variables vecinas en el grafo. Visto de otra manera, dos variables que
no estan directamente enlazadas son independientes condicionadas en la manta

de Markov de cualquiera de ellas.
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Los tres conjuntos de independencias estan relacionados entre si. Para cual-
quier G, I(G) == ZI,(G), mientras que Z;(G) == Z,(G). La reciproca solo
se cumple para distribuciones positivas’; por lo tanto, si p es positiva, entonces
Z,(G) = Z;(G) = I(G); esta equivalencia deriva de un importante resultado co-

nocido como el teorema de Hammersley-Clifford [Hammersley and Clifford, 1971].

2.3. Modelos loglineales

El formalismo de modelos loglineales provee un marco general para el anali-
sis de correlaciones. En particular, su parametrizacion permite visualizar patro-
nes que involucran valores particulares de variables, es decir, permite codificar
independencias especificas del contexto [Spirtes et al., 2000, Koller and Fried-
man, 2009]. En un modelo loglineal, la distribucién conjunta sobre las variables
es una ecuacion del logaritmo de la suma de un nimero de funciones. Al igual
que en el caso de redes de Markov, esta descomposicion esta dada por una es-
tructura que consiste en un conjunto de funciones de las variables del dominio.
De hecho, cualquier red de Markov parametrizada con factores positivos puede

ser convertida a una representacion logaritmica, reescribiendo los factores como

$(Xp,) = exp{lnqb(XDi) } y haciendo

k
p(Xy) = Zexp] Y Ino(Xp)
i=1

La estructura de un modelo loglineal se expresa de forma general como un con-
junto de funciones caracteristicas (features en inglés) F = {f;(Xp.)}, cada una de
las cuales determina un valor numérico para cada asignacion xp, a algin sub-

conjunto Xp. € Xy. Comunmente, las caracteristicas se definen como funciones

2Una distribucion p es positiva si Yx € X, p(x) > 0.
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indicatrices, las cuales toman el valor 1 para un valor especifico xp. € val(Xp,) y
0 en caso contrario. Estas permiten codificar una red de Markov estandar tenien-
do simplemente una caracteristica por entrada en el potencial. Dado el conjunto
F, los parametros del modelo loglineal son los pesos 8 = {0;: f; € F}. Luego, la

distribucién completa se define como

p(Xv) = zexp! Y 6:fi(Xp) 1, 23)
fieF

donde la funcién particion Z se redefine como

Z=) epi) 0ifilx)

fieF

La representacion logaritmica asegura que la distribucién es positiva; de he-
cho, los parametros pueden tomar cualquier valor real. En particular, cuando 6; =
0 para algun i, se ignora la caracteristica, y no tiene efecto en la distribucién. Asi,
tenemos que en esta parametrizacion loglineal, la nocién de independencia co-
rresponde a la especificacion de que uno o mas términos de la suma en la Ec. (2.3)
desaparecen. Los términos no nulos indican la presencia de interacciones proba-
bilisticas entre las variables relacionadas por una misma caracteristica. Al ser una
representacion muy genérica, la estructura puede ser global y local; es decir, dado
un conjunto de caracteristicas F, es posible verificar tanto independencias condi-
cionales como independencias especificas del contexto. Para un contexto xy;, una
independencia especifica del contexto (X;1LX; | xy ) se verifica con la ayuda de
dos definiciones. Primero, el alcance Sy de una caracteristica f como el conjunto de
variables que estan asignadas en ella. Segundo, X,,(-) es una funcién que devuelve
el valor asignado a la variable X, en una caracteristica. Entonces, (XZ-J_l_Xj | xu)F

se verifica, primero, tomando las caracteristicas de F “compatibles” con xy, es
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decir, tomando F’ = {f € F|Vu eU,X,e€Sf = X,(xy) =X, (f)} Luego, se ve-
rifica si para ninguna caracteristica de F’ las variables X; y X; estan asignadas a
la vez. Entonces, simbdlicamente podemos decir que (X; 1LX; | xy)F se cumple si
VfeF, {Xi,Xj} Z Sf. Las independencias condicionales son deducibles aplican-
dola Ec. (2.1) a este procedimiento. Con este razonamiento, podemos afirmar que
existe una interaccion directa (una dependencia) entre cualquier par de variables
X, Xj € Xy siempre que estas aparezcan juntas en alguna caracteristica f € F. De
esta forma podemos asociar un modelo loglineal con un modelo de dependencias
segun la Ec. (2.2).

El siguiente es un ejemplo de la estructura de un modelo loglineal y su modelo

de dependencias asociado.

Ejemplo 3. Sea F un conjunto de caracteristicas definidas sobre el conjunto Xy de

variables binarias con V = {0,1, 2}, compuesto de la siguiente manera:

F={ <Xy=0,X;=0><Xy=0,X; =1>,
<X0:O,X2:0>,<X0:0,X2:1>,
<X0:1,X1 :O,X2:O>,<X0:1,X1 :O,X2:1>,

<X0:1,X1 :1,X2:0>,<XO:1,X1 :1,X2:1>}.

Inspeccionando este conjunto es posible descubrir que X y X, solo aparecen juntas en
caracteristicas en las que Xo = 1. Esto implica que (X, 1LX, | Xg = 0)p. En cualquier
otro caso, todos los pares de variables son dependientes. Asi, el modelo de dependencias
de F podria ser expresado de forma mds simple explicitando solo las independencias, y
asumiendo que todo elemento no incluido corresponde a una asercion de dependencia’.
Tal conjunto es:

I(F) = {(X11LX, | X = 0)F}.

3Mas adelante, en el Capitulo 4, emplearé la simplificacién inversa.
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2.3.1. Representacion de la estructura de independencias de

modelos loglineales

Si intentamos representar la estructura del Ejemplo 3 a través de un grafo no
dirigido, podriamos hacerlo agregando una arista entre nodos correspondientes a
cada par de variables que aparecen asignadas juntas en alguna caracteristica. Esto
produce el grafo completo de tres nodos, correspondiente a un modelo saturado,
es decir, un modelo que contiene todas las posibles interacciones, y por lo tanto no
codifica independencia alguna. Sin embargo, hemos visto que nuestra estructura
original F contiene una independencia especifica del contexto. Si, por el contrario,
quisiéramos reflejar esta independencia en el grafo eliminando la arista entre los
nodos 1 y 2, estariamos introduciendo de forma espuria la independencia con-
dicional (X;1LX, | Xy), siendo que X; y X, son dependientes cuando X, = 1;
es decir, estariamos codificando una ausencia de interaccidén entre esas variables
cuando si existe una interaccion (contextual). Esto nos demuestra que un grafo no
dirigido, si bien es una metafora intuitiva que cuenta con una semantica sélida
y bien definida, no es lo suficientemente expresivo para representar la estructu-
ra local contenida en un modelo loglineal arbitrario*. No obstante, existen en la
literatura algunas propuestas que permiten la visualizacion e interpretacion gra-
fica de estos modelos. Concretamente, presentaré a continuacion los modelos de
interaccion especificos del contexto, que admiten la representaciéon con grafos para
contextos arbitrarios; los modelos divididos, basados en una estructura jerarquica
de grafos progresivamente mas simples; y, finalmente, los modelos estratificados,
los cuales codifican estructura local en un tnico grafo para un subconjunto de

modelos loglineales.

“Lo mismo se puede afirmar de grafos dirigidos, aunque no estén cubiertos en el alcance de
este trabajo. Véase [Boutilier et al., 1996] para un analisis en esta clase de modelos.
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Este apartado solo pretende ser una breve descripcion de los modelos existen-
tes para posibles representaciones graficas de modelos loglineales, y exponer las
limitaciones que hacen inviable el desarrollo de un método de comparacion de
modelos expresados con ellas. Sin embargo, en el Capitulo 5 y en el Apéndice D,
aprovecharé la semantica asociada a los modelos CSI como elemento auxiliar en
la exposicion. Adicionalmente, en el Capitulo 4 aparece un caso ilustrativo del
aporte de la tesis, para el cual la representaciéon mediante grafos estratificados
es sumamente practica, y por lo tanto utilizo esta herramienta para facilitar la

interpretacion intuitiva del ejemplo desarrollado.

2.3.1.1. Modelos CSI

[Hojsgaard, 2004] introduce una clase de modelos loglineales llamados mo-
delos de interaccion especificos del contexto (modelos CSI por sus siglas en inglés).
En términos generales, la estructura de estos modelos es una descomposicion que
combina asignaciones y cliques, y su parametrizacion se define en base a estos
elementos. A continuacién introduciré los conceptos formales para definir un mo-
delo CSI.

Sean A,B,C,D,E y F subconjuntos disjuntos de V. Un generador es un par

[xp; X4] donde xp € val(Xp). Una clase generadora es un conjunto de generadores
C ={[xp;Xal, [xp; Xcl, -, [xp; XE] };

también puede escribirse como [xg; Xal, [xp; Xc], ..., [xp; Xg]. Una clase generado-
ra especifica una familia de distribuciones de probabilidad con la siguiente facto-
rizacion:

p(x)= || wi(xalxs).

[xp;XaleC
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La funcién sz(xAle) es un potencial que depende de x,p y es igual a 1 para
toda asignacion de Xp distinta a xp. Si B = 0 el potencial se escribe 14, mientras
que si A = 0 se escribe 1p*5.

La representacion a través de una clase generadora admite la visualizacion
de un grafo asociado a interacciones dado un contexto x. El razonamiento es el
siguiente: si observaramos que las variables Xy toman los valores x}, tendriamos
que todos los factores para los cuales xpng # X serian constantes (iguales a
1), y por lo tanto podrian ser ignorados. Asi, en el contexto xj solo existirian
interacciones entre las variables X cuando X C X4 U Xp para algtn [xp; X4] €C

que satisficiera que xgng # xp~ . Formalmente,
C*(XE) = {XB UXA | [XB;XA] eCA XBNE # x%ﬂE }

C*(x}) genera un grafo en el cual los nodos E estan instanciados (asociados a una
asignacion) y los nodos BU A \ E determinan los cliques del grafo para cada ge-
nerador presente en C*(x}%). Los nodos E pueden ser eliminados si asi se desea. El
resultado es llamado el grafo instanciado por xp y se denota G, (C). El resultado
es equivalente a la estructura de una red de Markov tradicional sobre un dominio
reducido —sin las variables en E. Asi, este grafo permite leer independencias y
dependencias usando el criterio de separacion presentado en la Seccion 2.2. Este

hecho esta formalizado en el siguiente teorema:

Teorema 1. [Hojsgaard [2004]] Sea G(xy) el grafo instanciado por xy. Entonces

(Xi X | xy, Xw) siy solosi W separaaiy jenG(xy).

Ejemplo 4. Este ejemplo reproduce la estructura del modelo loglineal del Ejemplo 3

como una clase generadora de un modelo CSI. Para facilitar la lectura estableceremos
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x10 = (Xl = 0) y X11 = (Xl = 1) Sea
C1 = {[x00; X1, [x00; X2, [x01; X1, X2] } .

Los grafos instanciados por los contextos xoq y Xo1 estan representados en la Figura 2.2.
A partir del Teorema 1 y de estos grafos instanciados, podemos extraer las siguientes

afirmaciones: (X, 1LX, | Xo = 0) por G, (C1), v (X1 X, | Xg = 1) por G, (Cy).

(1) (2) 1 2

(a) ()

Figura 2.2: Grafos instanciados por G, (C;1) (2.2(a)), y por G, (Cy)

(2.2(b)). Los nodos etiquetados como 0° y 0! (en gris) representan

los contextos xgg y xg1, respectivamente.Del primero podemos leer
(X11.X, | Xog =0) y del segundo (X; L X, | Xg=1).

Es muy importante senalar que un modelo loglineal puede ser expresado me-
diante distintas clases generadoras equivalentes entre si. Respecto a la represen-
tacion grafica, son necesarios multiples grafos instanciados para mostrar todas las
independencias especificas del contexto presentes en el modelo. Ademas, no hay
un método para estandarizar esta representacion, lo que obstaculizaria su com-
paracion. Una manera de sistematizar la visualizaciéon de modelos CSI podria ser
un conjunto de grafos instanciados, uno por cada xp tal que [xp; X4] € C, pero esto

presenta dificultades, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. Siguiendo el Ejemplo 4, sea

Cy = { %005 X1), [x005 X2, [X01, X105 X2), [X01, X115 X2 ] }.
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Podriamos querer comparar estas estructuras creando grafos instanciados de acuerdo a
cada contexto en los generadores de Cy y C,. Con este método obtendriamos tres gra-
fos instanciados: G (C2), Gyyy,x10(C2) ¥ Gxyy xy, (C2). No estd claro como efectuar una
comparacion entre ellos y los dos grafos instanciados obtenidos en el Ejemplo 4.

Sin embargo, si quisiéramos condicionar en Xog y Xo1,tendriamos que los grafos
instanciados Gy, (C2) v Gy,, (C,) codifican las mismas independencias o dependencias

que Gy, (C1) v Gy, (C1). Podemos concluir entonces que Cy = C,.

2.3.1.2. Modelos divididos

Los modelos divididos (split models en inglés) son un subconjunto de los modelos
CSIy fueron presentados en [Hojsgaard, 2003]. Un modelo dividido es un modelo
CSI cuya clase generadora esta dada por un grafo dividido (split graph). Debido a su
complejidad, he decidido omitir las definiciones formales, limitandome a incluir
una intuicién suficiente para comprender su funcionamiento a rasgos generales.

Un grafo dividido es una coleccién de grafos cada vez mas simples, organi-
zados en una estructura jerarquica. Su definicién es recursiva y se basa en dos
operaciones realizadas sobre grafos: eliminacion de aristas y creaciéon de nuevos
grafos mediante divisiones. Para definir un grafo dividido, se parte de un grafo
no dirigido tradicional G. Se selecciona una variable X, sobre la cual realizar la
division en sus posibles valores val(X,). Cada valor se asocia a un subgrafo de G
quitando a X, llamado grafo contextual. Sobre estos grafos se realizan reducciones,
es decir, eliminacion de aristas. Estas corresponden a independencias especificas

del contexto presentes en la estructura local para cada x, € val(X,).

Ejemplo 6. Para la clase generadora C, del Ejemplo 4, es posible generar un grafo
dividido como el de la Figura 2.3. Primero, realizando una division en los valores

de X, es decir, en xog y Xo1. Luego, en cada nivel, tenemos un subgrafo con nodos
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{1,2}: para xo, su grafo no tiene aristas, codificando de esta forma la independencia
(X11LX; | Xg = 0); para xq1, la arista (1,2) estd presente, conservando la dependencia

representada por la interaccién de X1 y X, en el generador [xy; X1, X,] de Cy.

— O ©

O—

I & O

Ficura 2.3: Ejemplo de un grafo dividido asociado a la clase genera-

dora C;. La raiz del arbol corresponde a la variable X;. Los valores

0 y 1 se han reemplazado por — y +, respectivamente, para evitar
ambigiiedad.

Un grafo dividido determina una clase generadora; por lo tanto, es una for-
ma de representacion de la estructura de un modelo CSI. Por otra parte, una clase
generadora, en general, no identifica univocamente a un grafo dividido. En conse-
cuencia, existen grafos divididos distintos pero equivalentes (cuando determinan
clases generadoras equivalentes). Ademas, existen ciertas restricciones sobre cua-
les divisiones son aceptables y cuales no, dado que una divisiéon puede dar lugar a
reducciones no validas en el modelo, no producir reduccién alguna, o incluso ana-
dir interacciones (véase [Hojsgaard, 2003], Seccion 4.2). Por estas razones es claro
que una comparacion de estructuras de modelos CSI representadas como grafos

divididos es incluso mas compleja que la comparacion de clases generadoras.

2.3.1.3. Modelos graficos estratificados

Una extensién al formalismo de modelos probabilisticos graficos tradicional
fue presentada por primera vez en [Corander, 2003] y formalizada luego en [Ny-
man et al., 2014b]. Esta clase de modelos, llamados modelos grdficos estratificados
(stratified graphical models), permite la representaciéon de multiples independen-

cias especificas del contexto sobre un grafo.
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Informalmente, estos modelos representan una distribucién con un grafo no
dirigido modificado por un conjunto de etiquetas llamadas estratos. Los estratos
estan asociados a aristas y codifican independencias especificas del contexto entre
las variables conectadas por ellas. Cada estrato es un conjunto de configuraciones
de las variables adyacentes al par de una arista determinada, indicando que se
cumple una independencia condicionando en cada una de esas configuraciones.

Formalmente:

Definicion 8 ([Nyman et al., 2014b]). Estrato. Sea el par (G,p) un modelo grifico
para Xy. Para toda {0,y } € E, sea Lys ) el conjunto de nodos adyacentes tanto a 6
como a y. Para Lis ), se define el estrato de la arista {6,y } como el conjunto Ly,
que contiene a todas las configuraciones XL, € ALy, PATA las cuales X5 y X,, son

independientes dado XLy, €5 decir,

Lisyy = {xL{rm € X5 ‘ (X510, | xL{(w])P}'

Usando un conjunto de estratos es posible representar las independencias es-
pecificas del contexto de un modelo loglineal. Esta representacion define una cla-

se de modelos, formalizada como sigue:

Definicion 9 ([Nyman et al., 2014b]). Modelo grdfico estratificado. Un modelo
grdfico estratificado se define por la tripla (G,L,p), donde G es el grafo subyacente, L
es la coleccion de todos los estratos Ls ,,y para las aristas de G, y p es una distribucion

conjunta sobre Xy que factoriza de acuerdo a las restricciones impuestas por G y L.

Ejemplo 7. La Figura 2.4 muestra el grafo estratificado del modelo CSI del Ejemplo 4.
Esta estructura consiste en un grafo subyacente completo v un conjunto de estratos L

con un unico elemento: Ly 5y = {< Xy = 0>}.

A pesar de su interpretabilidad y eficiencia en la representacion, los mode-

los graficos estratificados requieren de fuertes restricciones para aprendizaje e
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Ficura 2.4: Grafo estratificado correspondiente al modelo del Ejem-
plo 4. La etiqueta en la arista (1,2) representa el estrato Xy = 0.

inferencia. En cuanto a comparacion, si bien es posible imaginar una medicién
directa (aproximada) entre dos modelos estratificados con el mismo grafo subya-
cente en base a un conteo de estratos, intentar comparar dos modelos con distintos
grafos subyacentes presenta los mismos inconvenientes que las representaciones
tratadas previamente. Esta complejidad deriva de las distintas formas de definir
estratos al partir de adyacencias de variables, las cuales pueden variar considera-

blemente de un grafo a otro.

2.4. Aprendizaje automatico de modelos loglineales

La comparacion de estructuras de modelos loglineales, y de modelos proba-
bilisticos en general, puede ser pensada como un problema independiente del
area de aprendizaje automatico; sin embargo, la idea para la contribucion de es-
te trabajo se originé en esta area y es aplicable a la misma: la medida propuesta
puede emplearse en la evaluacion de estructuras aprendidas por algoritmos. Esta
evaluacion consiste en comparar estructuras sintéticas, a partir de las cuales se
muestrearon datos para el aprendizaje automatico, con las estructuras aprendi-
das por cada algoritmo desde esos datos. En consecuencia, presento a continua-
cién una resena del problema de aprendizaje de estructuras y descripciones de

algoritmos para el aprendizaje de modelos loglineales.
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2.4.1. El problema del aprendizaje de estructuras

Un problema de aprendizaje o descubrimiento de estructuras consiste en en-
contrar informacion sobre una estructura que es la fuente de un conjunto de datos,
teniendo un conjunto de posibles estructuras alternativas a considerar [Spirtes
et al., 2000].

Parte de la literatura de aprendizaje de modelos probabilisticos separa los usos
posibles de las estructuras aprendidas (o distribuciones completas en el caso de
un posterior aprendizaje de parametros) en dos categorias. Por un lado, se pueden
utilizar las estructuras para construir modelos precisos para tareas de inferencia,
es decir, para la toma de decisiones sobre una o mas hipotesis, que podrian ser
verdaderas en algunas estructuras candidatas y falsas en otras. En los modelos
probabilisticos la inferencia se traduce en la estimacion de probabilidades condi-
cionales y marginales [Lowd and Davis, 2014, Van Haaren and Davis, 2012, Davis
and Domingos, 2010].

Por otro lado, la informacion a obtener desde el aprendizaje puede ser la es-
tructura que modele por completo los datos para comprender un fenémeno. Asi,
es posible descubrir dependencias significativas entre variables que permitan in-
terpretar interacciones de los efectos medidos en el dominio de interés [Lee et al.,
2006, Van Haaren et al., 2013, Claeskens et al., 2015, Nyman et al., 2014a, Pen-
sar et al.,, 2017]. En la literatura, el primer objetivo se conoce como estimacion de
densidad mientras que el segundo es llamado descubrimiento de conocimiento (véa-
se [Koller and Friedman, 2009], Capitulo 16).

Otra forma de clasificar enfoques consiste en el planteo del problema de apren-
dizaje, directamente relacionado con el diseno del algoritmo. En modelos pro-
babilisticos graficos, el problema suele plantearse como una busqueda con una

funcion de puntaje de estructuras, dando como resultado algoritmos basados en
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puntaje, o bien como la construccion de una estructura a partir de pruebas de
independencia, para proponer entonces algoritmos basados en restricciones o ba-
sados en independencias. Muchos de los algoritmos existentes de busqueda de
estructuras (para modelos probabilisticos en general) parten desde una estructu-
ra arbitraria, una estructura completa (es decir, sin restricciones de parametros) o
una estructura vacia (es decir, completamente restringida en la que todas las va-
riables son independientes). El procedimiento aplica una medida de evaluacién
(llamada frecuentemente puntaje o fitness) para determinar qué parametro fijar
o liberar, segtn el caso, definiendo asi independencias y dependencias en la es-
tructura. Los algoritmos basados en independencias, en cambio, descubren una
estructura aplicando una sucesion de pruebas de independencia estadistica entre
variables, tales como Informaciéon Mutua [Cover and Thomas, 2012], x? de Pear-
son o G? [Agresti, 2002] , entre otros. Con los resultados de estas pruebas, los
algoritmos deciden qué restricciones aplicar a la estructura, por ejemplo, a través
de aristas o ausencia de ellas en grafos.

Para modelos loglineales, se utiliza preponderamente el enfoque de busqueda,
con dos variantes: la basqueda global tradicional que optimiza una funcién de
puntaje de modelos, y una busqueda local a nivel de caracteristicas, que evalta
caracteristicas candidatas a ser agregadas o eliminadas del modelo en cada paso.
En este ultimo caso, la construccién del modelo se efectia evaluando caracteris-
ticas candidatas generadas siguiendo algun criterio, o convirtiendo las mismas
observaciones del conjunto de datos en caracteristicas [Della Pietra et al., 1997,
Lee et al., 2006, Davis and Domingos, 2010, Van Haaren and Davis, 2012, Lowd
and Rooshenas, 2013, Lowd and Davis, 2014]. Esta caracterizacion suele denomi-
narse problema de seleccion de caracteristicas. A mi entender, solo existe hasta
el momento una instancia de aprendizaje de estructuras de modelos loglineales

basada en independencias, en [Edera et al., 2014a].
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En lo concerniente a modelos graficos no dirigidos, el aprendizaje de su es-
tructura ha sido ampliamente investigado, con numerosos algoritmos propuestos,
tanto desde la perspectiva basada en puntaje como basada en restricciones. Una
resena amplia y concisa se encuentra en [Schliiter, 2014]. Ademas, otros algorit-
mos han sido publicados posteriormente en [Pensar et al., 2014, Bresler, 2015,
Gao and Ji, 2017, Kuronen et al., 2019].

Mas recientemente, el aprendizaje automatico de estructuras de modelos lo-
glineales ha recibido considerable interés [Della Pietra et al., 1997, McCallum,
2003, Lee et al., 2006, Davis and Domingos, 2010, Van Haaren and Davis, 2012,
Lowd and Rooshenas, 2013, Lowd and Davis, 2014]. El mayor poder expresivo de
estos modelos tiene como desventajas una complejidad computacional de apren-
dizaje mucho mayor y dificultades en la interpretabilidad del modelo. La primera
se traduce en espacios de busqueda extremadamente amplios, o bien en un gran
numero de caracteristicas o pruebas de independencia candidatas, segtn la pers-
pectiva del algoritmo en concreto. La segunda ha llevado al desarrollo de repre-
sentaciones graficas que auxilian en la interpretacion mas no resuelven el proble-
ma de comparabilidad entre estructuras, e introducen limitaciones en el conjunto

de modelos representables, como senala la Seccion 2.3.1.

2.4.2. Metodologias de evaluacion del aprendizaje de

estructuras

En general, en el area de aprendizaje de estructuras de modelos probabilisti-
cos graficos se utilizan dos clases de metodologias experimentales con el objetivo
de evaluar y comparar la calidad de las estructuras aprendidas por distintos al-
goritmos —y, en algunos casos, la eficiencia del aprendizaje. El primer caso se

observa en trabajos relacionados con el aprendizaje de modelos probabilisticos
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graficos tradicionales, mientras que el segundo es ampliamente utilizado para la
evaluacién de algoritmos que aprenden estructuras de modelos loglineales.

El primer caso, esquematizado en la Figura 2.5, consiste en la experimenta-
cién con modelos sintéticos. Estos modelos son disenados a mano y, por lo tanto,
tanto su estructura como sus parametros son conocidos. Estos modelos sintéticos
se consideran los “reales” y su estructura se utiliza al final de la experimentacion
para ser comparadas con aquellas estructuras aprendidas por distintos algoritmos
competidores. La metodologia consiste, en primer lugar, en disenar uno o mas
modelos sintéticos adecuados al problema. Por ejemplo, si se desea demostrar las
ventajas de un algoritmo muy eficiente pueden disenarse redes de gran cantidad
de variables y muchos datos, o si el algoritmo detecta independencias especificas
del contexto puede disenarse un modelo que contenga muchas independencias
de este tipo. Luego, se realizan multiples muestreos de cada modelo sintético pa-
ra obtener conjuntos de datos de entrenamiento. Posteriormente se ejecutan los
algoritmos con sus respectivas configuraciones que se han seleccionado para la
experimentacion sobre cada conjunto de datos. Por altimo, las estructuras obteni-
das en cada ejecucion son comparadas con la estructura sintética correspondiente
utilizando una medida de distancia; por ejemplo, la distancia de Hamming (véase
la Seccion 3.2). Los resultados se interpretan como mejor calidad de aprendiza-
je cuanto menor es la distancia de la estructura aprendida respecto a la sintética.
Algunos ejemplos de trabajos del area en que se utiliza esta metodologia son: [Tsa-
mardinos et al., 2006, Bromberg et al., 2009, Pensar et al., 2017, Schluter et al.,
2014, Schliiter et al., 2018].

El segundo caso es un procedimiento ampliamente utilizado tanto para mo-
delos contextuales como no contextuales, pero resulta la Gnica alternativa en el
aprendizaje de estructuras de modelos loglineales, debido a la carencia de una

medida de distancia entre tales estructuras. Existen dos variantes: en la primera y
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Ficura 2.5: Metodologia experimental basada en similitud entre es-
tructuras aprendidas y estructuras subyacentes conocidas.

mas utilizada, se recolecta una coleccion de conjuntos de datos cominmente 1la-
mados “del mundo real”, porque los datos son capturados desde dominios reales
y no generados por algoritmos en base a modelos sintéticos. El aprendizaje se rea-
liza de la misma manera que en el caso sintético, pero requiere un segundo paso
de aprendizaje de parametros de todos los modelos aprendidos (utilizando los
mismos conjuntos de datos). De esta forma se obtienen modelos completos que
pueden ser evaluados en base a su capacidad predictiva, respondiendo pregun-
tas de inferencia. Algunos ejemplos de uso de esta metodologia son: [Lowd and
Rooshenas, 2013, Lowd and Davis, 2014, Davis and Domingos, 2010, Van Haa-
ren and Davis, 2012]. La otra variante, resumida en la Figura 2.7, se usa en el
caso particular de modelos contextuales, e involucra el diseno de modelos sin-
téticos y muestreo a partir de ellos tal como en el primer caso. Sin embargo, al
no existir medida de comparacion de estructuras, se requiere también el apren-
dizaje de parametros. Posteriormente las distribuciones aprendidas se comparan
con el modelo sintético con una medida de comparacién de distribuciones. Esta
metodologia aparece en [Edera et al., 2014a] y [Edera et al., 2014b].

Las medidas de evaluaciéon de estructuras y distribuciones mas comunes se

encuentran descritas en detalle en el Capitulo 3.
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Ficura 2.6: Metodologia experimental basada en capacidad predic-
tiva (modelo subyacente desconocido).

2.4.3. Algoritmos de aprendizaje de modelos loglineales

En lo que resta de esta seccién expongo algunos enfoques especificos de apren-
dizaje de estructuras de modelos loglineales.

En [Della Pietra et al., 1997] se presenta un algoritmo que construye un mo-
delo loglineal de manera incremental. El modelo inicial estd compuesto por un
conjunto de caracteristicas atdmicas. En cada iteracion el algoritmo genera carac-
teristicas candidatas anadiéndoles asignaciones a las existentes (asignaciones de
una variable a la vez). Se agrega al modelo la caracteristica que maximice una fun-
cion de ganancia. Luego, se estiman los parametros del nuevo modelo y se repite
el proceso. Consiste, por lo tanto, en una busqueda voraz (greedy en inglés) en el
espacio de conjuntos de caracteristicas. El algoritmo es evaluado en la aplicacion a
un problema de extraccion de caracteristicas morfologicas de palabras. Los auto-
res muestran como mejora la caracterizacion de palabras en inglés a medida que

el algoritmo induce mas caracteristicas.
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Ficura 2.7: Metodologia experimental basada en modelo subyacente
conocido y evaluacion mediante comparacion de distribuciones.

Otro algoritmo, en [McCallum, 2003], también sigue un método incremental
basado en una funcién de ganancia, que anade multiples caracteristicas en cada
iteracion. El enfoque se ejemplifica en dos tareas de procesamiento del lenguaje
natural: extraccion de entidades nombradas y segmentacion de frases nominales.

El algortimo ACMN [Lowd and Rooshenas, 2013] se basa en la representacion
de circuitos aritméticos y sigue el enfoque de [Della Pietra et al.,, 1997] y [Mc-
Callum, 2003]. Comienza con caracteristicas atémicas y realiza progresivamen-
te splits, que consisten en la generacién de caracteristicas con cada asignacién
de alguna variable no asignada en la caracteristica original. Este algoritmo y los
siguientes fueron evaluados siguiendo la metodologia experimental de datos del
mundo real, como se explic6 en la seccién anterior.

El algoritmo BLM, de Bottom-up Learning of Markov Networks (“aprendizaje de
abajo hacia arriba”) [Davis and Domingos, 2010], utiliza el enfoque opuesto a los

anteriores: toma como conjunto de caracteristicas iniciales el conjunto de datos,
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para luego generalizar las caracteristicas iterativamente, es decir, quitar asigna-
ciones a cada una de forma que representen un numero mayor de observaciones.

Otro algoritmo “de abajo hacia arriba” es GSSL (Generate-Select Structure Lear-
ning) [Van Haaren and Davis, 2012]. Su funcionamiento consiste en la generacion
de un gran ntmero de caracteristicas a partir del conjunto de datos, eliminando
aleatoriamente asignaciones de un cierto numero de variables. En un paso pos-
terior, el conjunto resultante se reduce tomando solo las caracteristicas que apa-
recen un determinado nimero de veces. Lo que destaca de este enfoque es que
tanto la seleccion de la caracteristica a generalizar como el numero de variables
a eliminar y seleccion de estas variables se realizan al azar de manera uniforme.
Esto lo convierte en un algoritmo muy eficiente, si bien mas costoso en memoria
que sus competidores.

Un enfoque alternativo a los anteriores consiste en aprender modelos locales y
luego combinarlos. Dos ejemplos de este enfoque son descritos a continuacion.

[Ravikumar et al., 2010] presenta un algoritmo de regresion logistica con re-
gularizacion L, para el aprendizaje de modelos locales, que luego construye un
modelo global con una caracteristica por cada par de variables que tuvo un peso
de interaccion no nulo en la regresion logistica.

Por su parte, DTSL (Decision Tree Structure Learning) [Lowd and Davis, 2014]
opera sobre cada variable del dominio aprendiendo un arbol de decisién para
predecir dicha variable condicionada en las demas, y convierte cada arbol en un
conjunto de caracteristicas; todas las caracteristicas juntas conforman luego la es-
tructura del modelo aprendido.

Existen dos algoritmos basados en independencias que aprenden modelos lo-

glineales: CSPC (Context-Specific PC) [Edera et al., 2014a] y CSGS (Context-Specific
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GSMN) [Edera et al., 2014b]. Ambos utilizan estrategias existentes para el apren-
dizaje de redes de Markov no contextuales, respectivamente, PC [Spirtes and Gly-
mour, 1991]y GSMN (Grow-Shrink Markov Network Structure Learning) [Bromberg
et al.,, 2009], pero utilizando una representaciéon exhaustiva y redundante para
codificar independencias especificas del contexto, y realizando pruebas de inde-
pendencia contextualizadas. Las pruebas de independencia utilizadas son basica-
mente pruebas de independencia condicional tradicionales, pero realizadas sobre
un subconjunto del conjunto de datos para el cual se satisface un contexto da-
do. Cada iteracion ejecuta el algoritmo para un contexto diferente. Estos algorit-
mos fueron comparados con competidores con medidas predictivas; pero también
cuentan con experimentacion en base a modelos sintéticos, en la cual se compa-

raron distribuciones aprendidas con las originantes de los datos.

2.5. Notacion y definiciones

Sea V un conjunto finito de indices para un conjunto de variables aleatorias
Xy. Los subindices en minusculas denotan indices individuales (por ejemplo,
X, X; € Xy donde i,j € V), mientras que los subindices en mayusculas denotan
subconjuntos de indices (por ejemplo, X4 € Xy, donde AC V).

La notacién (X411 Xp | XC)y denota que las variables en el conjunto X, son
(conjuntamente) independientes de aquellas en Xy condicionadas en los valores
de las variables en X, para conjuntos disjuntos de indices A, B, y C en el modelo
v, mientras que (X4 L Xp | X¢), denota dependencia condicional. I(X4, Xp | Xc),
denota una pregunta de independencia condicional en un modelo; simbolicamen-
te:

I(X4,Xp|Xc), es verdadero &= (X, 1LXp|Xc),
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El subindice en (X4 1L.Xp | Xc)y se utiliza equivalentemente para distintas ex-
presiones de un modelo o estructura, sea este una distribucién de probabilidad,
o bien una representacion de la misma o de uno de sus componentes (tal como
un modelo de dependencias, un conjunto de caracteristicas o una caracteristica
individual); lo mismo para preguntas de independencia condicional.

Una variable X puede tomar un valor de un conjunto finito de configuraciones
o asignaciones, denotadas por val(X}) e indexadas por V. Por ejemplo, para una
variable binaria X, val(Xy) = {0,1}. Una configuracion arbitraria serd expresada
en minusculas, por ejemplo, xx (K € V); la configuraciéon de una sola variable sera
Xk

Para hacer referencia a un valor especifico se indexan los valores en el dominio
de la variable, y se usa un segundo indice, genéricamente denotado por la letra
m, para referirse al m-ésimo valor de la variable. Por ejemplo, x,, es el m-ésimo
valor de la k-ésima variable.

Una independencia especifica del contexto entre las variables X, y X dadas
las variables X y una configuracién (contexto) xp, con D £ AUBU C, se denota
como (X, 1L Xp | Xc,xp), mientras que (X, Xp | Xc,xp), denota una dependen-
cia especifica del contexto; I(X4, Xp | Xc,xp), es una asercion de independencia
especifica del contexto.

Un modelo loglineal esta compuesto por una estructura y un conjunto de para-
metros. La estructura es un conjunto de caracteristicas, usualmente denotado por
F o G. Las caracteristicas son funciones denotadas por letras minasculas, tales co-
mo f, g o h. El valor que la variable X; € Xy, toma en la caracteristica f es Xi(f).
Por ejemplo, si f =< Xy =1,X, = 0,X5 = 1 >, entonces X,(f) = 0. El conjunto
de variables que se encuentran asignadas en una caracteristica f es llamado el al-
cance de f y se designa Sy. Para el ultimo ejemplo, Sy = { X, X3, X3}. La notacion

f" designa una caracteristica de la cual se han eliminado las asignaciones de las
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variables X; y X;. Por ejemplo, % =< X, =0>.
El espacio de todas las configuraciones para Xy se denota como X'. Un contexto

canonico x es una asignacion completa en un dominio, es decir, xe X,y S, = Xy.
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Capitulo 3

Analisis del estado del arte

En este capitulo presento medidas de comparacion de modelos probabilisticos
utilizadas en trabajos de aprendizaje automatico de sus estructuras. No me es po-
sible contrastar métodos alternativos para la comparacién directa de estructuras
de modelos loglineales, puesto que a mi entender no existen tales medidas en la
literatura actual. Es relevante, sin embargo, tener en cuenta otros métodos, apli-
cables a otro tipo de modelos o bien a distribuciones completas (en lugar de estar
enfocados solo en las estructuras). Por un lado, la distancia de Hamming es una
medida ampliamente empleada para evaluar estructuras de modelos graficos no
dirigidos. Por otro lado, es posible comparar estructuras de modelos loglineales a
través de algunas medidas indirectas. En las siguientes secciones comenzaremos
por mencionar las propiedades deseables en medidas para comparar estructuras
o distribuciones, y luego analizaremos los métodos existentes —para los casos

mencionados— y sus limitaciones.
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3.1. Definicion y propiedades de una métrica

El concepto de medida de distancia, o simplemente métrica, es til para anali-
zar las ventajas y desventajas de algunos métodos discutidos en este trabajo. Esta
definicién y sus propiedades tomaran especial relevancia en el Capitulo 5, donde
presento una demostracion de que el aporte de esta tesis es, efectivamente, una
métrica.

Una métrica es una funcién definida sobre duplas de un conjunto d : (x,y) —
R, donde R es el conjunto de los numeros reales no negativos. Para todos los
elementos x, y, z en el dominio, una métrica debe satisfacer las siguientes cuatro

propiedades:

Axioma de separacion (no negatividad): d(x,y) > 0.

Axioma de coincidencia: d(x,y) =0 & x = y.

Simetria: d(x,y) = d(y,x).

Desigualdad triangular (o subaditividad): d(x,z) <d(x,y) +d(y,z).

Se dice que una funcién que cumple las primeras dos condiciones es positiva.

3.2. Comparacion de modelos graficos no dirigidos

3.2.1. Distancia de Hamming

La distancia de Hamming es una métrica que tiene su origen en la teoria de
la informacidn, siendo su uso mas difundido la deteccién y correccion de errores
en teoria de cddigos. Esta definida en general sobre dos secuencias de simbolos

de igual longitud, y es igual al nimero de posiciones en que el simbolo de una
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secuencia difiere al de la otra secuencia en la misma posicion. Dicho de otra ma-
nera, es la cantidad de sustituciones necesarias para convertir una secuencia en
otra. Esta distancia es un caso particular de la llamada distancia de Levenshtein o
distancia de edicion.

En el caso de grafos no dirigidos, la distancia de Hamming es equivalente a
la suma de falsas aristas (falsos postivios) y falsas ausencias de aristas (falsos ne-
gativos) de un grafo respecto a otro. Podemos comprender esto facilmente con la
ayuda del siguiente ejemplo. Si consideramos cada grafo con una representaciéon
alternativa, concretamente, con su matriz de adyacencias, obtenemos una secuen-
cia de ceros y unos asociados a cada uno. En cada matriz, un uno indica una arista
(correspondiente a una dependencia directa entre variables) entre los nodos aso-
ciados a la fila y la columna en que se encuentra dicho valor, y un cero corresponde
a la ausencia de arista (independencia condicional) entre esos nodos. Por lo tanto,
cuando en una matriz del grafo a comparar aparece un uno en una posicion en
la que la matriz del grafo original contiene un cero, esto se interpreta como un
falso positivo, mientras que en el caso inverso se trata de un falso negativo. En
la Figura 3.1 tenemos un ejemplo de grafos donde el segundo presenta un falso
positivo y un falso negativo respecto al primero, y en la Figura 3.2 podemos ob-
servar sus respectivas matrices de adyacencias. Debido a que se trata de grafos no
dirigidos, sus matrices son simétricas, por lo que he omitido los valores de la sub-
matriz triangular inferior. Ademas, esta clase de estructuras no contiene bucles,
por lo que los elementos de las diagonales estan vacios.

Probablemente gracias a sus propiedades y facilidad de interpretaciéon e im-
plementacion, esta métrica es extensamente empleada para la evaluacion de al-
goritmos de aprendizaje de estructuras [Pensar et al., 2014, Schluter et al., 2014,
Schluter et al., 2018]. Desafortunadamente, no tiene la precision necesaria para

ser aplicable de igual manera a modelos loglineales en los que la estructura puede
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(2) 3
(a) (B)

Ficura 3.1: Dos grafos no dirigidos de tres nodos cada uno. El grafo

en 3.1(b) contiene un falso positivo respecto al grafo en 3.1(a) (la

arista entre los nodos 2 y 3), y también contiene un falso negativo

(ausencia de arista entre los nodos 1 y 2). Notese que la arista entre
1 y 3 constituye un verdadero positivo.

(a) ()

Ficura 3.2: Matrices de adyacencia asociadas a los grafos de la Figu-

ra 3.1. Los valores senalados en negrita en 3.2(b) son los que difieren

respecto a 3.2(a); concretamente, el valor 1 corresponde al falso po-

sitivo y el 0 al falso negativo. En este caso, la distancia de Hamming
entre estos grafos es igual a 2.
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contener independencias mas refinadas entre variables. Sin embargo, el aporte de

esta tesis esta inspirado en este método, como veremos en la Seccién 4.1.

3.3. Comparacion de modelos loglineales

3.3.1. Divergencia KL

La divergencia de Kullback-Leibler (divergencia KL) [Kullback and Leibler, 1951,
Cover and Thomas, 2012], también llamada entropia relativa, es una medida de la
similitud de dos distribuciones de probabilidad p(X) y q(X), definidas sobre el

mismo dominio. Se define como

siguiendo las convenciones de que 0 log-2: = 0y p(x) log

q(x)
La divergencia KL se interpreta como la pérdida de informacién asociada a

o

utilizar g(x) como aproximacion de p(x). Alternativamente, puede pensarse co-
mo una aproximacion de la distancia entre las dos distribuciones, pues satisface
la intuicién de que el costo de aproximar p(x) con g(x) es menor mientras mas
parecida sea esta a aquella, siendo nulo solo cuando estas son idénticas y positivo
en cualquier otro caso. Por lo tanto, la divergencia KL satisface los axiomas de se-
paracion y de coincidencia (es decir, es positiva). Sin embargo, no es una meétrica,
debido a que no satisface simetria ni la desigualdad triangular.

A pesar de estas caracteristicas, la divergencia KL es atil como medida de la ca-
lidad de una distribucion aprendida a partir de un conjunto de datos muestreados
desde una distribucién conocida. La verdadera desventaja de este método consiste
en que no es un indicador directo de la similitud de las estructuras de los modelos,

dado que involucra también los parametros del modelo aprendido. Esto tiene dos
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desventajas. En primer lugar, debido a que el aprendizaje de parametros depen-
de de la complejidad muestral del método empleado, los parametros obtenidos
son propensos a errores de estimacion por escasez de datos. En segundo lugar, es
posible que los parametros anulen interacciones espurias presentes en la distri-
bucién aproximada, ocultando la existencia de las mismas. Esto se traduce en una
dificultad para evaluar posibles tendencias de los algoritmos de aprendizaje de
estructuras a introducir falsos positivos (falsas interacciones entre variables).
Para ilustrar las limitaciones mencionadas y para brindar una intuiciéon de la
utilidad del método propuesto en este trabajo, he incluido en el Apéndice D un
ejemplo que contrasta los valores de divergencia KL obtenidos desde estructuras
con distintas cantidades de falsos positivos y falsos negativos, medidos segun la

métrica propuesta.

3.3.2. Logverosimilitud condicional y logverosimilitud

condicional marginal

Los métodos mencionados anteriormente tienen sentido cuando la compara-
cion se realiza en base a una distribucion conocida. Sin embargo, para una evalua-
cién mas cercana al comportamiento de los algoritmos en aplicaciones reales, es
comun conducir en la practica experimentos de aprendizaje de estructuras sobre
conjuntos de datos donde su distribucion de probabilidad subyacente es desco-
nocida. En estos escenarios, el analisis de resultados se realiza en base a la capa-
cidad de prediccion de los modelos aprendidos: se utilizan conjuntos de datos de
prueba para una tarea de inferencia determinada, y se cuantifica y compara qué
tan precisas son las predicciones de cada modelo. Si bien estas no son técnicas
de comparacion de estructuras o modelos, resulta de interés mencionarlas por su

aplicacion como formas de comparar la calidad de modelos aprendidos.
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Una funcidn de evaluacion de este tipo es la logverosimilitud condicional (CLL
por sus siglas en inglés) [Kok and Domingos, 2010, Lowd and Rooshenas, 2013],
mientras que una version aproximada, la logverosimilitud condicional marginal tie-
ne un uso mas amplio [Lee et al., 2007, Lowd and Rooshenas, 2013, Lowd and
Davis, 2014, Van Haaren and Davis, 2012, Davis and Domingos, 2010, Edera et al.,
2014a,b].

La CLL de una distribucién aprendida p se calcula para un conjunto de varia-
bles evidencia X (es decir, que se consideran observadas) y un conjunto de varia-

bles de consulta Xg, sobre un conjunto de datos de prueba D:

CLL(D) = Zlog p(xglxg).
xe€D

Usualmente, la probabilidad conjunta es dificil de estimar, por lo que se em-

plea la suma de las probabilidades marginales de las variables de consulta:

CMLL(D) = Z Z log p(x;|xE).

x€D x;eXg

Para eliminar cualquier sesgo introducido por la seleccion del conjunto X, es
posible repetir el procedimiento particionando el conjunto completo de variables
Xy y empleando en cada iteracion una particion como X, y el resto, Xp = Xy \ X,
como variables evidencia.

Al igual que con la divergencia KL, el computo de estas funciones de evalua-
cion requiere el aprendizaje de parametros del modelo, pero tienen la ventaja de

poder aplicarse a situaciones realistas de distribuciones subyacentes desconoci-

das.
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3.3.3. Indicadores basados en caracteristicas

Otros indicadores relacionados con cualidades de modelos loglineales que me-
recen mencion son algunos valores computados sobre el conjunto de caracteristi-
cas de las estructuras [Lowd and Davis, 2014, Van Haaren and Davis, 2012, Edera
et al., 2014a,b]. En particular, podemos nombrar el niimero de caracteristicas y la
longitud promedio de caracteristicas. El primero no requiere explicaciéon, mientras
que el segundo consiste en el promedio de la cantidad de variables en el alcan-
ce de cada caracteristica de la estructura del modelo. La utilidad del ntmero de
caracteristicas reside en poder observar una dimension de la complejidad de los
modelos, lo que permite, por un lado, comparar modelos aprendidos con modelos
sintéticos, y por otro lado, evaluar la complejidad de las estructuras resultantes de
utilizar distintos algoritmos de aprendizaje. Con respecto a la longitud promedio
de caracteristicas, esta constituye un método de analisis indirecto de la presencia
o ausencia de independencias especificas del contexto, y posibilita discriminar
entre algoritmos de aprendizaje que producen estructuras con mayor o menor
complejidad en cuanto a la longitud de caracteristicas. Conocer estas cualidades
es importante cuando se desea obtener estructuras que tiendan a ser mas simples

en su representacion o que permitan realizar inferencia de manera mas eficiente.
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Capitulo 4

Medida de comparacion de
estructuras de independencia de

modelos loglineales

Se presenta el principal aporte de la tesis, comenzando, por un lado, con un
analisis del problema a nivel computacional y una intuicion sobre la justifica-
cioén de la propuesta. Por otro lado, se expone en detalle en qué consiste el enfo-
que, proveyendo definiciones formales de los valores de la matriz de confusion
propuesta, su descomposicion y el desarrollo de ecuaciones y operaciones para
el computo eficiente de sus valores. Se incluyen luego todas las demostraciones
asociadas a estos procedimientos, con algunos ejemplos. Al final del capitulo se
presenta un resumen del método y un ejemplo de aplicacion para facilitar su com-

prension.
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4.1. Enfoque de fuerza bruta

4.1.1. Complejidad del enfoque de fuerza bruta

Comparar las estructuras de dos modelos loglineales F y G implica comparar
todas las independencias y dependencias codificadas en cada uno de ellos. Este

conjunto exhaustivo puede definirse formalmente como

izjeV;

UUWCV\{i,j}
M(F) = I(X;, Xj | xu, Xw ) F ,
UNW =0;

Xy € U(ll(XU)

y una definicion similar para G. Un enfoque simple de fuerza bruta consistiria en
evaluar cada elemento de M(F) y M(G) y comparar sus valores de verdad. Por
cada elemento, cuando ambos valores indican dependencia se cuenta un verda-
dero positivo; cuando F indica dependencia y G independencia se cuenta un falso
negativo; cuando F indica independencia y G dependencia se cuenta un falso po-
sitivo; y cuando ambas independencias son verdaderas se cuenta un verdadero
negativo. Finalmente se deberian reportar los valores totales para cada uno de
los cuatro casos de verdaderos positivos, verdaderos negativos, falsos positivos y

falsos negativos en una matriz de confusion.
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En lo que sigue se utilizara una expresion mas simple que contiene solo las

dependencias:

izjeV;

UUWCV\{ij}
D(F) =4 (Xi L Xj | xy, Xw)F , (4.1)
UNW =0;

xy € val(Xy)

donde se interpreta que las independencias son simplemente su complemento, y
que la dependencia o independencia de alguna asercién t = I(X;,X; | xz) en el
modelo F es capturada por su inclusién o exclusion de D(F), es decir, t € D(F)
indica que t es dependiente en F, mientras que t € D(F) indica que t es indepen-
diente en F.

Desafortunadamente, la complejidad de esta evaluacion es exponencial en tres

maneras:
1. existe un nimero exponencial de subconjuntos de V \ {1, };

2. para cada subconjunto de V' \ {i, ]} existe un nimero exponencial de formas
de descomponerlo en conjuntos disjuntos U y W (todas las particiones en

dos conjuntos juntocon U =0, W =V \{i,j}y U=V \{i,j}, W =0);

3. por cada combinaciéon de U y W, existe un numero de contextos que es ex-

ponencial en la cardinalidad de U.

Estas dificultades computacionales son probablemente la razén por la que no se
han ofrecido hasta la fecha medidas de comparacion de estructuras contextuales.
El desarrollo de esta tesis aborda estos tres puntos.

Con respecto a la primer complejidad exponencial, la propuesta que aporta es-

ta tesis sigue un enfoque utilizado por los modelos no dirigidos (no contextuales).
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Sin embargo, dicho enfoque no es directamente aplicable a estructuras contextua-
les, como se explicara en la siguiente seccidon (Seccion 4.1.2). De la misma forma
que en los modelos contextualizados, la estructura de un modelo grafico (no con-

textualizado) H puede ser representada por el siguiente modelo de dependencias:
DNC(H) = (XL X | Xp)y li=jeV, UCV\{ij}), (4.2)

donde es posible observar lo mencionado en el punto 1, dado que existe un nume-
ro exponencial de subconjuntos U € V' \ {7, j}. En la practica, e implicitamente, los
grafos no dirigidos son comparados empleando los modelos de dependencias por pa-
res DN ©(H), un subconjunto de la Ec. (4.2) con cardinalidad polinomial, definido
como

DNC(H) = {(Xi L X; | Xy\(ij)m li=j€ V),

es decir, dependencias donde el condicionante es de tamano fijo y contiene a to-
das las variables excepto el par (X;,X;) (por esto las llamamos “por pares”). Esto
es simplemente la distancia de Hamming de las aristas en su representacion de
grafo no dirigido, debido a que por la propiedad de Markov por pares (Pearl [1988])

tenemos que

(Xi,X;) € E = (Xidh X | Xoy(i) o

donde E es el conjunto de aristas del grafo asociado a un modelo H.

En modelos no dirigidos, la comparacion a través de modelos de dependencias
por pares esta justificada al demostrar que por cada par de modelos no dirigi-
dos Hy y H», la igualdad de sus modelos de dependencias por pares D%IC (Hy)y
DNC(H,) implica la igualdad de sus modelos de dependencias generales DN (H)
y DNC(H,) (la implicacién en sentido opuesto es trivial ya que los modelos gene-

rales incluyen a todas las aserciones incluidas en los modelos por pares).
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4.1.2. Una primera intuicion a través de modelos CSI

Las estructuras de modelos loglineales no pueden compararse de forma preci-
sa mediante la distancia de Hamming que se usa para grafos, porque, si se usara
un grafo para representar una estructura arbitraria, se perderian independencias
especificas del contexto. Solo quedarian representadas las que forman parte de
independencias condicionales, debido a la equivalencia en la Ec. (2.1). Seria razo-
nable pensar, entonces, que una forma de trasladar esta distancia estandarizada a
la clase de estructuras de modelos loglineales sin perder precisiéon consistiria en
emplear los modelos CSI (explicados en la Seccién 2.3.1.1), puesto que permiten
el uso de grafos pero también logran codificar estructuras locales.

Desde esta perspectiva, se debe tomar un conjunto de contextos y obtener sus
grafos instanciados, para luego comparar estos grafos con la distancia de Ham-
ming convencional. Sin embargo, se debe resolver de forma sistematica qué clase
generadora usar, ya que, en general, F y G tendran clases generadoras diferen-
tes. Ademas, un mismo modelo loglineal puede tener distintas clases generadoras
equivalentes entre si. La dificultad es ain mayor teniendo en cuenta que, depen-
diendo de qué contextos se utilicen para instanciar grafos y qué nodos queden sin
instanciar en cada uno, puede haber independencias especificas del contexto que
queden ocultas y terminen sin formar parte de la comparacion.

La solucién de este trabajo puede verse desde esta perspectiva de modelos CSI
como una solucion a los problemas mencionados, de la siguiente manera: se de-
be tomar cada par de variables (X,-,Xj) del dominio, e instanciar las restantes,
obteniendo un grafo instanciado de solo dos variables, X; y X;, por cada asigna-
cion posible de las variables en Xy\; i). Introduciremos para este fin la notacion
X = Xy\(ij), y lamaremos a cada elemento x; € X'/ un contexto por pares, ya

que pueden ser considerados como contextos canénicos en el espacio reducido de
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configuraciones X ], Entonces, en cada grafo instanciado, existira o no una arista
dependiendo de si se cumple o no la dependencia (X; )L X; | xz). En la Seccién 4.2,
veremos que estas instanciaciones completas nos permiten identificar todas las in-
dependencias y dependencias especificas del contexto que pueden existir en un
modelo loglineal arbitrario, a pesar de traducirse en un subconjunto de su modelo
de dependencias. La formalizacion detallada de estas dependencias y su justifica-

cion se presentan a continuacion.

4.1.3. Tratamiento de las complejidades para una comparacion

eficiente

El enfoque propuesto esta inspirado en la reducciéon exponencial en comple-
jidad que provee la distancia de Hamming para el caso de modelos no dirigidos
al utilizar un subconjunto de su modelo de dependencias. Con este nuevo enfo-
que, dadas las estructuras de dos modelos loglineales F y G, estas se comparan a
través de una version reducida de D(F) y D(G). Esta version solo contiene aser-
ciones de independencias por pares con condicionante completo, es decir, donde
el condicionante también involucra las variables XV\{i,j}: pero, en este caso, dicho
condicionante sera contextual: una conjuncién de todas las variables restantes con
alguna asignacion en particular. Entonces, la comparacién incluira una asercién

I(X;,X;|xz), paracadai=j€Vycadax; e X'; formalmente,
Dp(F) = {(Xid Xj | xz)p|i#j €V, xz € X7}, (4.3)

Al igual que en el caso no dirigido, para justificar el uso de la versiéon por pares
de los modelos para comparar cualquier par de modelos contextualizados, se de-
be demostrar que para cualquier par de modelos loglineales F y G, la igualdad

de sus modelos de dependencias por pares Dp(F) y Dp(G) implica la igualdad
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de sus modelos de dependencias generales D(F) y D(G). El Capitulo 5 esta dedi-
cado a esto, donde también son demostradas otras propiedades, que en conjunto
demuestran que la suma de falsos positivos y falsos negativos sobre Dp es una
métrica.

Para enfrentar la segunda complejidad exponencial, el enfoque utiliza un con-
junto reducido de aserciones de dependencia especificas del contexto mutuamen-
te excluyentes, fijando los conjuntos U y W de la Ec. (4.1) de manera que solo
incluya aserciones donde W =0y U = V'\{i, ] }; es decir, solo se utilizan condicio-
nantes contextualizados. Esto mantiene la especificidad necesaria para codificar
la estructura de independencias de un modelo loglineal arbitrario.

La tercera complejidad es significativamente mas dificil de resolver, ademas de
ser el aporte central de este manuscrito, por lo que es desarrollada en su propio

apartado a continuacion.

4.2. Enfoque para una comparacion eficiente

Esta seccion desarrolla el enfoque para comparar de manera eficiente los mo-
delos de dependencias por pares de dos modelos loglineales F y G, de acuerdo a
la Ec. (4.3).

Como una forma de simplificar esta presentacion, comenzaremos por sena-
lar que Dp(F) (y, similarmente, Dp(G)), puede ser particionado en conjuntos
de dependencias mutuamente excluyentes Dg (F), uno por cada par de variables

(Xi,X]-),coni # j € V, definido formalmente como
DJ(F) E{(Xi-lﬁ-Xj | x2)E |z EXij},

y por tanto Dp(F) = Ujjev Dg (F). Ademas, observando que, dados i y j, existe



Capitulo 4. Medida de comparacion de estructuras de modelos loglineales 66

exactamente una asercion por cada configuracién (cada instancia de x, o cada
elemento de X''/), podemos reexpresar el modelo de dependencias de F para las
variables X; y X; en términos del conjunto X'I(F) definido como las configuracio-

nes para las cuales las variables son dependientes de acuerdo a F, concretamente,
X (F) E{xz e X | (X L X; |xZ)F}. (4.4)

Esta definicién puede utilizarse para leer I(X;,X; | xz) en F, dado que es facil
demostrar que xz € X'/ (F) siy solosi I(X;,X; | xz) € Dp(F).

Para comparar F y G, comparamos el valor de dependencia o independencia
para cada asercién I(X;, X; | xz) en F y G, contando las coincidencias y diferencias
dentro de una matriz de confusion, compuesta del nimero total de verdaderos po-
sitivos, verdaderos negativos, falsos negativos 'y falsos positivos, denotados como VP,
VN, FN y FP, respectivamente. Para una asercién dada I(X;, X; | xz), estas can-
tidades son medidas contando, para cada par i # j € V, en cuantos conjuntos
condicionantes por pares x; € X'/ esas variables son dependientes tanto en F co-
mo en G, es decir, x; € X'/ (F) y x; € X'/(G); en cuantos son independientes tanto
en F como en G (x; € XI(F) y x; € X'/(G)); cuando son dependientes en F e
independientes en G (x; € X'/ (F) pero x; ¢ X/(G)), y el caso opuesto (es decir,

xz & X'I(F) pero xz € X'1(G)). Formalmente, esto es equivalente a

VP = Z VP VP =|{xz € X |xz € X (F) Axz € XT(G))|; (4.5)
izjeV

FN = Z FNij; VP =|{xz € X|xz € X (F) nxz € X1(G)}; (4.6)
izjeV

FP= ) FPj VB;= '{xz €X' |xz e X (F) nxz € X1 (G)}
i#jeV

; (4.7)
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VN= Y VNj VP;= ‘{xz e X'l |x, € XU (F) Axy Xif(G)}‘. (4.8)
i#jeV

En base a equivalencias basicas de conjuntos, la conjuncion en la definicion de
VP;j lo hace equivalente a la interseccion de dos conjuntos, uno por cada término

en la conjuncion, a saber,
VP = ‘{Xz e X | (XL X; | XZ)F}ﬂ{Xz e X | (XL X; |XZ)G}';
lo cual, por la Ec. (4.4) resulta ser
VP =|X"(F)nX"(G)|. (4.9)

Similarmente, por equivalencias de conjuntos, las conjunciones de la inclusion y
exclusion de FN;; y FP;j pueden reexpresarse como la diferencia de dos conjuntos,

para obtener

FN;; =| X7 (F)\x7(G)|, (4.10)

FP; =|X"(G)\ X" (F)]|. (4.11)

Finalmente, para simplificar la expresion para VN;;, primero extraemos la nega-
cién para obtener —(xz € X/ (F) V x; € X'I(G)), y reescribimos la negacién como
un complemento de conjunto y la disyunciéon como una unién de conjuntos, lo

que resulta en

VN, = 'Xif(F) uxif(c)'. (4.12)

Asumiendo que contamos con los tres valores anteriores, este ultimo numero
se obtiene con una operacion simple que involucra el producto de las cardinalida-

des de todas las variables del dominio exceptuando al par (X;, X;). Este producto
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es equivalente al nimero de posibles asignaciones X*/. Sumando este valor para
todo par de variables obtenemos el nimero total de comparaciones, y solo queda
restar las otras tres cantidades:

VN=|) ]_[ |[val(X;)||~ VP~ FN - FP. (4.13)

i=jeV keV\(i,j)

En el caso particular en que |val(Xy)| = m para todo k € V, el calculo total de

verdaderos negativos se simplifica a

1%
VN =ml"I2 (lzl)—VP—FN—PP. (4.14)

Por ejemplo, en un dominio de 6 variables binarias, el total de comparaciones
es mlVI=2 ('Z') =24 x &2 = 16x15 = 240.

Por otro lado, y a pesar de su simplicidad, las definiciones en las ecuacio-
nes (4.9), (4.10) y (4.11) atn conllevan un computo exponencial para la com-
paraciéon de X'/ (F) y X1 (G), lo cual requiere recorrer cada uno de los elementos
del conjunto exponencial x; € X'/, para cada par (X;,X;).

Abordaremos este problema en dos pasos. En primer lugar consideraremos
el escenario simple en el cual tanto F como G estan compuestos por una Unica
caracteristica, denotadas estas como f y g respectivamente. Mas adelante nos ex-

tenderemos al caso de multiples caracteristicas.

4.,2.1. Caso de una unica caracteristica

Las Ecuaciones (4.9), (4.10), (4.11) y (4.12) muestran que para computar efi-

cientemente VP;; FNZ-]-,

77 FP; y VN;; para el caso de una unica caracteristica, es

suficiente crear un procedimiento eficiente para computar las cardinalidades de
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Xi(f)nX'(g)yde X(f)\ X'i(g). Esto se debe a que el procedimiento para
computar la diferencia funciona para caracteristicas arbitrarias, por lo que tam-
bién puede obtener X%/ (g) \ X%/ (f); mientras que VNjj se calcula eficientemente
sustrayendo las otras tres cantidades al nimero total de comparaciones. Estos pro-
cedimientos eficientes se encuentran descritos y justificados a continuacién, en los

Teoremas 2 y 3.

4.2.1.1. Coémputode X (f)NXi(g)|

El Teorema 2 provee un computo eficiente de la interseccion, efectuando el
conteo sin la necesidad de pasar por el nimero exponencial de contextos por pa-
res. En cambio, puede llegar a los mismos valores computando —en el peor caso—
el producto de las cardinalidades de un subconjunto de variables en Xy . Esto se

formaliza a continuacion.

Teorema 2. Sean f y g dos caracteristicas arbitrarias en F y en G, respectivamente.
Entonces, la cardinalidad de la interseccion de sus dependencias por pares X'I(f) y

X'i(g) puede computarse como

.. .. 0 si Cl \% Cz
X () naxti(g)| = (4.15)
|fij Ugij| en otro caso,

donde ' y g'l son f y g eliminando las asignaciones a las variables X; v Xy

Ci = (X;eSp)Vv(X;eS,) Vv (XjeSp)Vv(X;eS,),

C,

X, € Sf mSg\{XiIXj} | X/’l(f) iXh(g)l

mientras que la unién f'1Ug' se basa en la Definicién 10 en el Apéndice B. Intuitiva-

mente, la union de dos caracteristicas f y g es otra caracteristica cuyas asignaciones son
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la union de las asignaciones de f y de g, siempre y cuando no contengan una asignacion
incompatible (es decir, que para ninguna variable Xy ocurra que Xi(f) # Xx(g)).

La cardinalidad de la union en la Ec. (4.15), |fij ug'

, se calcula eficientemente
como

si [Sug| = X

|fijUgij| _ (4.16)

]_[Xkexv\(sfusg) |val(Xk)' en otro caso,

La Ec. (4.15) indica que tanto X; como X; deben estar presentes en ambas
caracteristicas para que exista una interseccion no vacia (C;); ademas, si estas ca-
racteristicas tienen una asignacion incompatible, la intersecciéon también es vacia
(Cy). En cualquier otro caso, la cardinalidad se calcula como en la Ec. (4.16). Si
existen variables no asignadas, el resultado es el producto de las cardinalidades
de las variables que no estan asignadas en f ni en g. En caso contrario, la cardina-
lidad es 1 —si todas las variables resultan asignadas, la interseccion es igual a un

unico contexto por pares.

Demostracion. Nos basamos en la siguiente definicion:

.. .. 0 si C1 \% C2
xXU(f)nxi(g) =3 (4.17)
XU (fUugl)  enotro caso.

Este hecho es demostrado en el Lema 1, presentado inmediatamente después de
este Teorema.

Segtin la igualdad de la Ec. (4.17), para C; V C, tenemos que X'/ (f)NX'i(g) es

el conjunto vacio, cuya cardinalidad es 0. Por lo tanto, solo resta demostrar el caso

de negacién —(Cy Vv C,), es decir, que la cardinalidad de la segunda condicién es

igual al lado derecho de la Ec. (4.16).
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En primer lugar observemos que, de acuerdo a la Ec. (4.17), la interseccion es
X'(fiiygil). Para demostrar cual es su cardinalidad, primero encontremos una
expresiéon equivalente para la cardinalidad del caso mas sencillo X/ (h), y luego
apliquémosla al caso de h = fil U gii.

Del Lema Auxiliar 1 (expuesto en el Apéndice C.1), un conjunto condicionan-
te por pares x; € X'/ también esta en X'/ (h) siempre que h C x, y tanto X; como
X; estén en §j. Es importante senalar que esto es asi sin importar los valores que
tomen las restantes variables, es decir, las variables en Xy \ S;. En el caso parti-
cular en que Xy \ {Sfijugij U{X;,Xj}} =0, h tiene todas sus variables asignadas, y
por lo tanto es equivalente a un contexto canoénico por pares, lo que hace que su
cardinalidad sea igual a 1. Este es el primer caso de la Ec. (4.16). En caso contrario
—cuando existen una o mas variables sin asignar—, por cada asignacién de las

variables restantes tendriamos un conjunto por pares en X'/ (h), por lo tanto

| (k)| = [ val(Xy)]. (4.18)

XkEXV\{ ShU{X,‘,X]' } }

Ahora lo Gnico que falta para obtener la cardinalidad de X'/ (f/ U g'/) es aplicar

la Ec. (4.18) a la unién de las caracteristicas f/ y g’/ para obtener

J

i (£l U gih)| = ]_[ |val (X;)
Xker\{ S fijgii VX Xj }}

= || [rarxw)

XkEXV\(SfUSg)

)

donde esta tltima expresion deriva de la definiciéon de la unioén de caracteristicas,
ya que Syijygii = Sfij U S,ij, y entonces Sgij = S¢\ {X;, X } (y lo mismo para g). Esto

concluye la demostracion para el caso de negacion en la Ec. (4.15).
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Lema 1. Sean F y G dos modelos loglineales sobre Xy, f € F y g € G dos caracteristicas
arbitrarias en F y G, respectivamente, y sean X; # X; dos variables cualesquiera en Xy;.
La interseccion de sus conjuntos de dependencias por pares X (f) y X'(g) es

si C1 \% C2

y y 0
vinxig =4 (419)
XU (fIugl)  enotro caso,

donde Cy y C, son las mismas condiciones que en el Teorema 2 (Ec. (4.15)).

Demostracion. Consideremos cada caso por separado.

Caso C1:Si X; € S 0 X; ¢ Sy, entonces X; y X; no aparecen juntas en f, y por lo
tanto la segunda condicion en el lado derecho de la Ec. (C.1) en el Lema Auxiliar 1
(Apéndice C.1) es falsa. Esto implica que para cada xz, el lado izquierdo es falso,
es decir, x; ¢ XI(f), o lo que es equivalente, X'/(f) = 0. En cambio, si X; & Sg 0
X; ¢ S, siguiendo el mismo razonamiento, X'i(g) = 0. En ambos casos llegamos
a la conclusion de que X7 (f) N X' (g) = 0.

Caso C,: En este caso, no estan vacios X%/ (f) ni X'/ (g), pero si su interseccion.
Para demostrarlo, argumentamos que dados dos contextos por pares cualesquiera
xz € X'(f)yx, € X'i(g), estos difieren en la asignacion de al menos una de sus
variables. Dado que se cumple C,, debe haber al menos una variable X} distinta
de X; y de X; que esta tanto en f como en g, es decir, X, € fiiy X), € g', tal que
Xp(f) = Xp,(g). De acuerdo a la Ec. (C.1) del Lema Auxiliar 1 (Apéndice C.1), para
cualquier x; € X(f) se debe cumplir que X;(xz) = X,(f"/) y para cualquier
x, € X'i(g) se debe cumplir que X;(x,) = X;(g"/). Por lo tanto, no puede ocurrir
que xz = x,; en otras palabras, la interseccion de los contextos por pares de f y g

también es vacia para este caso.
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Caso —=C; A =C2 : Debemos demostrar que X/ (f) N X (g) = XU (f1 ug').
Segun la Ec. (4.4),

XI(f)nxl(g) = {xz e XV | (XL Xjlxz)p A(XLX; |xZ)g}'
Aplicando el Lema Auxiliar 1 al lado derecho obtenemos
X(F) 0 (g) =z € X7 | 1 Sy n g g,

donde el operador de subconjunto (C) para caracteristicas sigue la Definicion 11
del Apéndice B. Luego, por teoria de conjuntos sabemos que para conjuntos arbi-

trarios A, By C, AC CABC C es equivalentea AUBC C, y por lo tanto
XI(f)nxi(g)={xzex | flughcxyl,

lo que demuestra el caso -C; A =C2, concluyendo la demostracion del lema. [
Por altimo, ilustraremos el teorema con un ejemplo sencillo.
Ejemplo 8. Consideramos un dominio X,V =1{0,1,2,3,4,5}, donde todas las varia-

bles son binarias. Sean f y g dos caracteristicas definidas como

f:<XO - 1,X1 - 1,X2 :0,X5 :0>,

¢=<X0=0X=1,X,=0,X,=1>.

Tomando como ejemplo el par (Xy, X1 ), tenemos que no se cumplen Cy ni C,, y podemos

definir las caracteristicas por pares f° y g%L:

' =<X,=0,Xs=0>,
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¢ =<X,=0,X,=1>.
La unién de f°! y g% es:
flug =<X,=0,X,=1,X5=0>.

Este resultado corresponde al siguiente conjunto de contextos por pares:

XU (flug™) = {(<X,=0,X3=0,X,=1,X5=0>, (4.20)

<X, =0,X3=1,X4=1,X5=0>}.
De hecho, podemos observar que Xy \{Sy U So} = Xy \ {Xo, X1, X2, X4, X5} ={X3},
|val(X3)| = 2, lo que satisface la Ec. (4.15).
Ahora lo compararemos con el resultado de hacer una interseccion de manera ex-
haustiva entre todos los contextos representados por las dos caracteristicas. Para vi-
sualizar mejor este procedimiento usaremos una representacion tabular. El resultado se

presenta en la Tabla 4.1. Puede observarse que los dos contextos mostrados en la ultima

division de la tabla (X°'(f) N X% (g)) son los mismos que en (4.20).

4.2.1.2. Coémputode | X'(f)\Xi(g)]|

Para obtener la diferencia entre dos caracteristicas, se presenta a continua-
cion el Teorema 3, que provee un procedimiento para el computo eficiente de las
diferencias de las Ec. (4.10) y (4.11), sin la necesidad de contar a través del na-
mero exponencial de contextos por pares. En lugar de esto, obtiene los mismos
resultados sumando las cardinalidades de los conjuntos de contextos por pares
de caracteristicas individuales, lo cual por la Ec. (4.18) requiere de un computo

simple y eficiente.
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X, X; X, Xs
0

fOl

g01

X0(f)

X% (g)

X0 (f)nx%(g)

O O DD OO OO0 O OO

— O O O~ OO

—_— e e e e e | O e O =
(el N s — =l N =R el R ]

(@)

Tasra 4.1: Ejemplo de interseccion exhaustiva de f°! y g%, En ca-

da columna se muestran los valores que toma cada variable para las

caracteristicas (dos primeras filas) y los conjuntos de contextos (filas
restantes).

Teorema 3. La cardinalidad de la diferencia de conjuntos por pares de dos caracteris-

ticas arbitrarias f y g puede computarse eficientemente como

0 si g1 C 1 A=Cy(g), osi Ci(f)
XTI ANXT(Q) =1 |xi(f)] G2V Ci(g)
ZdeD;; |Xif(d)| en otro caso,
¢ (4.21)

recordando que g'l C f'I se obtiene a partir de la Definicion 11 (Apéndice B), asi co-
mo también que tanto |Xij (f)| como |Xij(d)| pueden ser calculadas eficientemente
utilizando la Ec. (4.18) (producto de cardinalidades), y donde C{(f) y C1(g) son con-

diciones definidas por

Cl(f) = XZQS]CVX]$SJC

Cl(g) = XieESg\/XjeESg,
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C, es la misma condicion definida para la Ec. (4.15),

E __ E
ng_ U ng(k)’ (4.22)
XkESg\Sf
con
Sa=S;uUSsk;

VX, €Ssij, X,n(d) = X, (fi1);
ng(k = { caract. d 1 (@) ) ’ (4.23)
) Vm <k, S5\ Sp, X (d) = X (g);

Xpe(d) # Xi(8)

v S5k = {Xm € Sglm < k}.

En lo que sigue se presenta la demostracion de este teorema, mas simple para
los dos primeros casos de la Ec. (4.21), y mas compleja para el tercero, el cual
requiere de los Lemas 2, 3 y 4. Al final de la seccion, proveo un ejemplo por cada

caso (Ejemplos 9, 10y 11).

Demostracién. Para el primer caso de la Ec. (4.21), si se cumple C;(f) entonces
X'(f) =0,y por lo tanto la diferencia es claramente vacia. En cambio, si g’/ C fJ
y =C;(g), entonces la Ec. (C.1) nos dice que X'/ (f) contiene todos los x tal que
fiI Cxz y que X'/ (g) contiene todos los x/, tal que g'/ C x/,. Luego, por g'/ C f/,
todo x; en X'/ (g) también estd en X'/ (f). Esto significa que todos los elementos
en X'/ (f) serén sustraidos, resultando en un conjunto vacio. Para el segundo caso
de la Ec. (4.21), si se cumple C,, algiin valor en g no concuerda con el valor co-
rrespondiente en f, y por lo tanto ningtin elemento de X'%/(g) esta en X%/ (f). En
cambio, si se cumple C; (g), entonces X'/ (g) = 0. En ambos casos, ningtin elemen-

to puede ser sustraido de X'/ (f).
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La prueba para el tercer caso de la Ec.(4.21) consiste en dos partes. Primero,

demostraremos la igualdad de los conjuntos dentro de las cardinalidades, es decir,

XI(F\X(g)= | | AT (d).

E
deng

y luego demostraremos la igualdad de sus cardinalidades.

En primer lugar mostraremos que, por el Lema 2, esta igualdad se cumple
para Dy, una version mas simple de ng. Este conjunto tiene una definicién mas
directa que ng, pero contiene mas caracteristicas, conformando un conjunto de
contextos que no son mutuamente excluyentes. Luego, veremos que de acuerdo al
Lema 3, ng y D}Eg representan exactamente los mismos contextos por pares, es

decir,

) 2@ = | 27(a).

deDy, deDJfg

demostrando asi la igualdad para D}Eg. Por ultimo, el Lema 4 muestra que los con-
textos por pares de cada caracteristica en ng son mutuamente excluyentes, lo que
garantiza que la cardinalidad de la unién sea igual a la suma de las cardinalidades

individuales, es decir,

U 2@ =) @)

deDf, deDf,
con lo cual queda completo el tercer caso de la Ec. (4.21) y el teorema. ]
Lema 2.
XI(F\X(g) = | | A1 (d). (4.24)

dEng
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donde

Sa=S7USe; VX, € Spis, X (d) = X, (F11);

Dyo =1 caract. d (4.25)

4
EIXk € Sg \ Sf, Xk(d) * Xk(g)
Demostracion. Por equivalencia de conjuntos, la Ec. (4.24) puede reformularse co-
mo

Vxz € X', x, e XU (f)Axz 2 X1 (g) & Ad € Dy, x7 € X' (d).

Como tenemos —C;(f) y =C;(g), tanto X; como X; estan en f y g, por lo tanto,

por la Ec. (C.1) la expresion de arriba es equivalente a
fijgxz /\gij,Q_xZ & Jd € Dy, dijgxz. (4.26)

para un x; € X'/ arbitrario.
Comenzamos con la implicacion de derecha a izquierda en la Ec. (4.26), y con-

sideramos cada término en el lado izquierdo por separado, es decir,

Il : HdEng,dingZ E fingZ

I,: EldEng,dijng - gij,Q_xZ

Caso I;: Debemos demostrar f%/ C x. Para esto aplicamos el Lema Auxiliar 3
(Apéndice C.3) para a = f/ y b = d'/, para lo cual es suficiente demostrar que
dd € Dy, tal que fij C dil (esto es, a C b). Por definicion, S; = Sf U Sg, asi que
Sf C S4. Ademas, por definicion de cada d € Dy, VX, € Spij, X (d) = X,y (fi7), 1o
que en combinacion con Sy C S, implica fiicdi. O

Caso I,: Primero observamos que

d'l Cx; = VX, € Syij, Xp(d'7) = X, (x2). (4.27)
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Luego, a partir de la definicion de cada d € Dyg, 1X,, € S, \ S¢ tal que X,,(d) =
Xn(g)- Ademas, dado que X; y X; estdn en Sy, entonces Sg \ Sy = S,ij \ Syij, por lo
que 3X;, € Sgij \ Syij tal que X, (d') # X,,(g'7). En combinacién con la Ec. (4.27),
esto resulta en que 31X, € S,ij \ Syij tal que X, (g'7) # X,,(xz), desde lo que pode-
mos concluir que g'/ Z x.
O
A continuacién, procedemos con la implicacién de izquierda a derecha de la
Ec. (4.26). Demostraremos que dada la condicion en el lado izquierdo para un x,
arbitrario, existe algun d € Dy, para el cual se satisface el lado derecho, es decir,
d Cxy.
Comenzamos por reinterpretar el lado izquierdo:
(ficxz):
(f7Cxz) VX € Spip, Xpu(f7) = X (x7). (4.28)

(87 ¢xz):

Dado que tenemos S,, = Xy\(i i} ¥ Sg c §,,, entonces g7 € x, solo puede
ocurrir debido a que alguna asignacién en g'/ toma un valor que es diferente en
Xz, es decir,

AX,, € Syij tal que X,,(g"7) # X, (x7). (4.29)

Sin embargo, por la Ec. (4.28) y C,, este no puede ser el caso para X, € S,ij N Syij

y por lo tanto la Ec. (4.29) puede ser reexpresada como

AX,, € Sgif \ Sy tal que X, (8'7) # Xy (x2). (4.30)
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Finalmente, debido a que no se cumple C,(f), X; y X; estan en S, por lo que

Sgij \ Sfij =S¢\ Sf,es decir, la Ec. (4.30) se convierte en
X, € Sg\ S, Xin(87) # X (x7). (4.31)
Sea M el conjunto de indices que satisfacen la Ec. (4.31), es decir,
VmeM, X, (g"7) # X, (x7). (4.32)

Procedemos proponiendo una caracteristica d definida sobre Sy US, que satis-

face d'i C Xz, es decir,

VX € Syii = SpU Sy, Xpu(d) = X, (x2), (4.33)
y demostramos que d € Dy,. Para esto, demostramos que d satisface las tres con-
diciones en la definicion de d € Dy,:

1. La primera condicion, S; = S U S, se satisface por la definicion de 4.

2. Por las Ecuaciones (4.28) y (4.33), y por el hecho de que Ssij € Sy (por la
definicion de d), tenemos que ¥X, € Syij, Xpu(f7) = X,,(xz) = X,,(d), satis-

faciendo la segunda condicién de Dy, para X, (fi) y X, (d).

3. Por las Ecuaciones (4.32) y (4.33), y por el hecho de que Xj; C S, \ Sy (por
la definicion de M), y Sg \ Sf C S; (por la definicion de d), y en consecuencia

M C S, tenemos que

VYm GM;Xm(gij) # X (xz2) A Xn(x2) = X (d),
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entonces Ym € M, X,,(d) # X,,(g'"7), satisfaciendo la tercera condicién de

Dy,.

Lema 3.

) 2@ = | 27(a). (4.34)
deDy, deDj’,Sg

para Dﬁg definido por la Ec.((4.22)) y Dy, definido por la Ec. (4.25).

Demostracion. Para un xy arbitrario, la Ec. (4.34) es equivalente a
3d € Dy, x7 € X(d) & 3d’" € Df,xz € X' (d").

Dado que —=C;(f), Sf S S4y S¢ € Sa, tenemos que X; y X; estan tanto en Sy como
en Sy, y por lo tanto se cumple que ~C;(d) y =C;(d’). Podemos entonces aplicar

la Ec. (C.1) arriba para obtener
dd € Dy, d Cxy deng,dng. (4.35)

Para la implicacion de izquierda a derecha, por el Lema Auxiliar 1 en el Apéndi-

ce C.1, es suficiente demostrar que

dd € Dy A3d’ € Df, tal que d’ C d, (4.36)

paraa=d’,b =d. Cualquier d’ € D}Eg y d € Dy, satisfacen Sp C Sy y S C Sy, res-
pectivamente, y concuerdan con los valores de f%/; por lo tanto, para demostrar

d’ C d, podemos enfocarnos en los valores para g. Para esto, comenzamos por se-

nalar que cada caracteristica d’ € D;;:g se define sobre algun subconjunto de S, \ S¢
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(dependiente de X), sobre el cual se garantiza que tendra una asignacion diferen-
te a la de g en Xy, es decir, X (d’) # X(g). Luego, cualquier d que satisfaga estas
asignaciones para estas variables en Sy \ §¢ = S;k \ S¢, y cualquier valor para las
asignaciones restantes en Sy \ S¢, satisfarian que 31X, € S, \ S¢, X,,(d) = X,,(g), ¥
por lo tanto Dy,.

Para la implicacion de derecha a izquierda de la Ec. (4.35), tenemos que, por
la Ec. (4.36), para cada d’ € D}Sg existe un d € Dy, tal que d’ C d. Es suficiente en-
tonces con completar d’ con asignaciones para las restantes variables con valores
iguales a los de x:

VXi € S;F\ S, Xi(d) = X (xz). (4.37)

Entonces, por la Ec. (4.37) y por el hecho de que d’ C x, concluimos que d C x.

]

Lema 4. Los contextos por pares de cada caracteristica en D}Eg son mutuamente exclu-

yentes:

Vd,d’ € Df, X'(d)n X" (d") =0

Demostracion. Dada la definicion de ng en la Ec. (4.23), todas las caracteristicas

de orden k en algun D]]fg(k) tienen valores diferentes en Xj, por lo cual no pueden
tener contextos por pares en comun.

Adicionalmente, para otro k’ tal que k’ > k, no solo son sus contextos por pares
mutuamente excluyentes entre si, si no que ademas son diferentes de todas las

caracteristicas para k, debido a que estas toman valores diferentes a X;(g) en Xy,

mientras que las caracteristicas en k’ toman el valor X;(g) en X;.
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X, X3
fOl 0 0
g()l 0
XOL(fy 0o o
X%(g) 0 o0
0 1

TaBLa 4.2: Ejemplo de diferencia para el primer caso de la Ec. (4.21).
Al quitar < X, = 0,X3 = 0> de X% (f) obtenemos el conjunto vacio.

Ejemplo 9. En el caso en que se cumple C;(f), X1 (f) no tiene ningiin elemento por

definicion; por lo tanto, solo resulta de interés ejemplificar el caso alternativo, g'l C

fIA=Ci(g).
Sea Xy un dominio de variables binarias con V = {0,1,2,3}, y sean f y g dos

caracteristicas definidas como

f=<Xo=1X1=1,X,=0,X5=0>,

g:<XO:0,X1:1,X2:0>.

Tomando nuevamente el par (X, X;), vemos que se cumple =C;(g) porque X € Sg A
X; € Sq, y tenemos que g% C O (porque X5(g) = Xo(f) = 0y X5 no estd asignada

en g). Las caracteristicas por pares son:

g01 =<X2=0>.

La Tabla 4.2 muestra los contextos representados por las dos caracteristicas. En este
caso observamos que X°1(f) c X0 (g), por lo tanto X1 (f)\ X°(g) = 0 y su cardi-
nalidad es 0.

Ejemplo 10. Cuando es cierto C(g), no hay elementos en X'1(g) v por lo tanto el

resultado de la Ec. (4.21) es trivialmente | X' ( f)|. Ilustraremos, entonces, el otro caso
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X, X3
fOl 0 0
g()l 1
XOL(fy 0o o
X%(g) 1 0
1 1

TaBLa 4.3: Ejemplo de diferencia para el segundo caso de la

Ec. (4.21). X% (g) no tiene elementos que puedan sustraerse de

XOL(f); el resultado es X% (f), que contiene un Gnico contexto por
pares.

(es decir, cuando se cumple C,).

Para el mismo dominio que en el Ejemplo (9), supongamos que

f :<X0: l,Xl - 1,X2 :0,X3 :0>,

g:<X0:0,X1 :1,X2:1>,

y consideremos

fUl'=<X,=0,X;=0>,

g =<X,=1>.

En la Tabla 4.3 aparecen sus contextos por pares. Alli veremos que no hay elementos

en XO1(g) que también estén en XOL(f), por lo tanto la resta nos devuelve X1 (f) =

{<X2:O,X3 :O>}

Ejemplo 11. En el tercer caso de la Ec. (4.21) no se cumplen g'J C i1, C;(f), Ci(g)

ni C,. Para proporcionar un ejemplo que cumpla estas condiciones consideremos esta

vez variables un dominio Xy con V. =1{0,1,2,3,4} vy VXy € Xy, val(Xy) = {0,1,2}.

El par considerado serd (Xo,X7) como en los ejemplos anteriores. Sean

f:<X0:2’X1:]_lX3:O>,y
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g =< XO = O,Xl = 1,X2 = 0,X3 = 0,X4 =1 >,
tenemos que Sy \ Sy = { Xy, X4 }; por lo tanto, por la Ec. (4.22),

E _ nE E
Dfe = ng(z) Ung(4)'

Construyamos a continuacion cada uno de estos dos conjuntos. A partir de la definicion

E .
en la Ec. (4.23), para todo d € ng(Z)'

1. §4 =S5 U Sggoz1 = {X,, X3} (toda d tiene asignadas las variables X, y X3);
2. Spo = (X3} = X3(d) = X3(f%) = 0 (en toda d, X3 toma el valor 0);
3. S5\ S; =0;

Esto produce dos caracteristicas, debido a que la tiltima condicion (item 4) permite
que X, tome los valores 1 0 2 (porque val(X,) =1{0,1,2} y X,(g) = 0). Por lo tanto
obtenemos:

D}Eg(z) = (<X, =1,X3=0><X,=2,X5=0>)}.

Ahora pasaremos a construir ng(4) donde para cada caracteristica d,

1. §3=Srm U S;(ﬁ ={X,,X3,Xy} (toda d tiene asignadas estas tres variables);
2. Sjn ={X3} = X3(d) = X5(f°') = 0 (toda d tiene la asignacion X3(d) = 0);

3. Vm<k,Xy € SgSOAj \S¢ = {X3}, X»(d) = X5(g) = 0 (toda d tiene la asignacién
Xz(d) = 0),

4. Xy(d) % X4(g) = Xg(d) =0V Xy(d) = 2.
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Esto resulta en

Finalmente tenemos:

D}Eg - }Eg(z) UD}ES(AL)
={<X,=1,X3=0>,

<X, =2,X53=0>,

<X, =0,X35=0,X4=0>,

<X2 :0,X3 :0,X4:2>}.

Observando las diferencias en los valores de X, y X4 podemos concluir rapidamente
que las caracteristicas en ng son mutuamente excluyentes.
Por un lado, si aplicamos la definicion como en la Ec. (4.21), y calculamos las car-

dinalidades de cada caracteristica en ng segtin la Ec. (4.18), obtendremos:

XL (AHNX (9)| = [val (Xa)|+ [val(Xg)| +1+1 =38

Por otro lado, podemos comparar el conjunto de contextos por pares X°1 (ng) con la
enumeracion exhaustiva en la Tabla 4.4, para verificar que la construccion es correcta,
y que, efectivamente, el resultado es 8, dado que solo se sustrae uno de los 9 contextos

por pares de X1 (f).

4.2.2. Caso de multiples caracteristicas

Procedemos a continuacién con la discusion del caso mas general de compa-

racion de estructuras de modelos loglineales F y G con mas de una caracteristica,
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X, X3 X4
fOl 0
g0 o0 1

XU(Fy 0o 0 o0

0 0 1
0 0 2
1 0 0
1 0 1
1 0 2
2 0 0
2 0 1
2 0 2
X%(g) o0 o0 1

TaBLa 4.4: Ejemplo de diferencia para el tercer caso de la Ec. (4.21).

XOL(f) tiene nueve elementos. X°!(g) tiene un solo elemento, el cual

esta en X% (f). El resultado son todos los elementos de X°!(f) ex-
cepto el que estd en negrita (< X; =0,X3 =0,Xy =1>).

para lo cual debemos elaborar un computo eficiente de

X (F) n X (G)

Y
[XT(E)\XT(G)],

formalizados en los Teoremas 4 y 5 mas abajo, para los casos de interseccion y
diferencia, respectivamente. Ambos teoremas utilizan el resultado del Lema Au-
xiliar 2, presentado en el Apéndice C.2, el cual afirma que para cualquier modelo
loglineal F, X'/(F) = UfeFXij(f). En ambos casos, ademas, se utiliza un procedi-
miento para convertir un conjunto de caracteristicas en otro conjunto que cumpla
las propiedades de ser una particion de contextos. Este resultado se presenta en

el Algoritmo 1, en la Seccion 4.2.2.1.

Teorema 4. La cardinalidad de la interseccion de conjuntos por pares de dos modelos

loglineales arbitrarios F y G sobre Xy puede ser calculada eficientemente en términos
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de |V| de la siguiente manera:

(4.38)

X (F) nXT(G)| = ) | X (p)

peP

donde P es el conjunto de caracteristicas producido por el Algoritmo 1 provisto del con-
junto de caracteristicas H = {Xij (g) NXI(f) }feP < como entrada, con las caracte-
8

risticas equivalentes a X1 (g) N X'I(f) como aquellas computadas por la Ec. (4.19).

Demostracion. Comenzamos demostrando que

XI(E)nx(G) = | ][ Ja(g) nx(f). (4.39)

feFgeG

La demostracion usa el resultado del Lema Auxiliar 2, presentado y demostrado

en el Apéndice C.2,

XU(F)nXT(G) = Nl (e)
geG
I

por Lema Auxiliar 2 sobre G

geG
[ |

por distribucién de interseccién sobre unién

= (Mg) n Uxff(f)]

geG
[

por Lema Auxiliar 2 sobre F

_UU)(U le] )

geG feF
I |

por distribucion de interseccién sobre unién.

No obstante, esto es insuficiente, porque la cardinalidad no puede ser introducida
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dentro de las uniones del lado derecho, puesto que podrian existir superposicio-
nes entre las intersecciones de caracteristicas individuales dando como resultado
un conteo doble de algunos contextos por pares. Esto justifica emplear el Algo-
ritmo | (introducido al final de esta seccion) con H como entrada, conteniendo
todos los conjuntos interseccién dentro de la doble unioén del lado derecho, ya
que garantiza producir como salida un conjunto de caracteristicas P cuyo conjun-
to de contextos por pares X'/(P) es una particiéon del conjunto de contextos de las

caracteristicas de entrada H. Simbdlicamente,

Jxim =\ JXip) v Vp.p P, Xi(p) X (p)) =00
heH pep

]

Teorema 5. La cardinalidad de la diferencia de conjuntos por pares de dos modelos
loglineales arbitrarios F y G puede ser calculada eficientemente en términos de |V| de

la siguiente manera:

(X (E)\XT(G)|= ) |xY(p) (4.40)
pEP

donde P es el conjunto de caracteristicas producido por el Algoritmo 1 provisto como
entrada del conjunto de caracteristicas Ugeqd', una por cada d € XqeG ngl, y para

toda f € F.

ISi gt, gi € G son caracteristicas distintas de G, el producto cartesiano XgeG D}Sg es el resultado

n 1 E
dg,) para todo d, €Dy,

1
de generar todos los pares (dgk' o

{dgll,dz} fgz {dglz,d }entonces

y d” S D}Sg Por ejemplo, si G ={g1, %2},
fg

D DF, = {(dh ), (84, d2), (85 L), (05,43}
geG
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Demostracion. Dado que el Algoritmo | produce una particion, es suficiente de-

mostrar que

XiENXIG) = ) | A(Usead?), (4.41)

fEF deX e Df,
senalando que la cardinalidad puede ser introducida dentro de las uniones del

lado derecho luego de particionar el conjunto de todas las caracteristicas Ugeqd'/.

XI(F)\ X (G) = IX”’(P) NAY(G)

por equivalencia de conjuntos

TEOLIGERI))
feF

por Lema Auxiliar 2 sobre F

por distribucién de intersecciéon sobre uniéon

_ U‘Xl] \Xl] )l

feF

por equivalencia de conjuntos

= Jxinn | Jxice)
feF geG

por Lema Auxiliar 2 sobre G

_U ﬂ){ll \ X (g)

feF geG
|

por propiedad de complementos relativos

-U 1) Y
feF  8€G  deDf,

L |
por Ec. (4.21)
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U U v
feF deX geq D}Eg ded
I |

por distribuciéon de intersecciéon sobre uniéon

= U U X (Ugead”),

E
feF deXgec ng por Ec. (4.19)

donde aplicamos equivalencias generales de conjuntos: sustraer un conjunto es
equivalente a intersectar su complemento (en otras palabras, A\ B = AN B); la
distribucién de la interseccién sobre la unién (por ejemplo, (AUB)N(CUD) =
(ANC)U(AND)U(BNC)U(BND)); y en el tltimo paso una propiedad de conjuntos
conocida como complementos relativos, que afirma que para tres conjuntos A, B, y

C,C\(AUB) = (C\A)N(C\B). 0

4.2.2.1. Algoritmo de particionamiento de caracteristicas

Para concluir, describamos el procedimiento para convertir un conjunto de
caracteristicas en una particion, desarrollado en el Algoritmo 1. En este trabajo,
entendemos una particion de caracteristicas como una particiéon de conjuntos de
contextos por pares, ya que podemos interpretar cada caracteristica como la ex-
presion resumida de un conjunto de estos contextos. La idea general es que, a par-
tir de los contextos por pares de cada caracteristica, necesitamos sustraer aquellos
que estan duplicados en cualquier otra caracteristica. La particion comienza con
la primera caracteristica (primer resultado de las lineas 1, 3 y 11) y a continua-
cion la caracteristica que le sigue es sustraida de ella (por medio de la operacién
de diferencia de caracteristicas definida en la Seccién 4.2.1.2 en la linea 7. Las
caracteristicas resultantes son almacenadas en Dj,. Estas corresponden al con-
junto de diferencias entre el h actual y cada p € P. Fuera del bucle, el resultado de

sustraer de h todas las caracteristicas que estan actualmente en la particiéon P es
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Algoritmo 1: particién(H).

Entrada: conjunto de caracteristicas H.

Salida: una particiéon para los contextos representados por H, es decir, un
conjunto de caracteristicas tal que cada contexto representado en
H esté representado exactamente por una caracteristica en la

particion.
1 Pe—0;
2 para h € H hacer
3 | Dpe—{h}
4 para p € P hacer
5 Dy, «— 0;
6 para h’ € D), hacer
7 ‘ th «— th U Dh’\p ;
8 fin
9 Dy, «— Dpp;
10 fin
11 P «—PUDy;
12 fin

13 devolver P;

asignado a Dy, en la linea 9. Este bucle y asignacion (lineas 6-8, 9) son necesarios
ya que el resultado de una diferencia es un conjunto de caracteristicas (no una
Unica caracteristica) y cada p € P debe ser sustraido de cada una de ellas. Luego,
esta diferencia es anadida a la particién en la linea 11. Antes de este punto, D,
no tiene ningn contexto por pares en comun con P; por lo tanto, su unién sigue
siendo una particion. La operacion de diferencia garantiza que cada caracteristica
h de la entrada es convertida en un conjunto de caracteristicas h’ que representa
todos los contextos por pares que son representados por h pero no aquellos que
son representados por algun p € P. Esto garantiza que todas las caracteristicas en
lasalida P sean mutuamente excluyentes y que U ,ep Xii(p) = X' (H), obteniendo

por tanto una particion.
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4.3. Resumen general del método

La siguiente es una guia que resume la aplicaciéon de la medida de compara-
cion de estructuras paso a paso. Ademas, al final de esta secciéon hay un ejemplo
de aplicacion del calculo de la medida a un caso concreto.

En los casos de verdaderos positivos (V P), falsos negativos (FN) y falsos po-
sitivos (FP), el procedimiento algoritmico en general tiene ciertos elementos en
comun. En primer lugar, el computo de cardinalidades se descompone por pares
de variables y los resultados de cada par se suman para producir el valor total.
En segundo lugar, para cada par de variables, las operaciones internas se reali-
zan para cada posible par de caracteristicas donde una pertenece a F y la otra a
G. Por ultimo, el resultado de esta operatoria interna es ingresado como entrada
del Algoritmo 1, produciendo siempre una particion P que finalmente permite el
computo de la cardinalidad como una suma de las cardinalidades de las caracte-
risticas p € P, las cuales se calculan de manera eficiente usando la Ec. (4.18).

Las siguientes ecuaciones integran las principales definiciones necesarias pa-
ra el computo de las cuatro cantidades de la matriz de confusiéon. En cada una
de estas cuatro cantidades estan indicados teoremas (T), lemas (L) y ecuaciones

relacionados.

(4.5) = (4.9) — (4.39)
l

ve=3 (U U ai@nai)=3 3 [xe)

izjeV | feF geG T2,L1: (4.19) i#jeV peP

, (4.42)

T4: (4.38)
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(4.6) = (4.10) > T5: (4.41)

1
=) I U A |= ) ) TR (443)

izjeV | feF deXgeGDE i#jeV peP
I s Ir—'
T3: (4.22)y (4.23) T5: (4.40)
(4.7) = (4.11) > T5: (4.41)
l
9N (VIURPVEIES 3 W TR
izjeV | geG deXfeFDgEf i#jeV peP
(4.8) > (4.12) > (4.13)
l
VN={Y || [al(x)]|-vP-EN-FP. (4.45)
i#zjeV keV\{i,j}

Puede ser de interés senalar que, para utilizar el método como medida de la dis-
tancia entre las estructuras, simplemente se deben sumar FP y FN. Esta suma
puede ser interpretada como el namero de errores de la segunda estructura res-
pecto a la primera.

A continuacion expondré en detalle el procedimiento para computar cada va-

lor de la matriz de confusion.

4.3.1. Verdaderos positivos

1. El procedimiento comienza por un par de indices distintos (i, ) (sumatoria

en la Ec. (4.42)), empezando por una caracteristica f € F.

2. Por cada f, iterar por cada caracteristica g € G.
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3. Con esta combinacién de f y g, se realiza una interseccion entre los conjun-

tos de contextos por pares X'/ (f) y X'/(g). Para esto, siguiendo la Ec. (4.19),

vemos que se deben evaluar las siguientes condiciones:

a)

Ci = (XiegSp)V(XiegS,)V(X;eSs)V(X;é€Sy),

G AXp € SN S\ {X, X} | Xp(f) = Xi(g),

Si cualquiera de estas condiciones se cumple, es decir, si alguna varia-
ble de este par no esta en el alcance de f y/o de g, o bien si las variables
estan en los alcances de ambas pero alguna de ellas tiene distinto valor
asignado en f y en g, entonces esta interseccion es vacia y no suma ver-
daderos positivos. En este caso se procede a la siguiente caracteristica

en Gy se repite esta evaluacion.

Si ninguna se cumple, se computa la interseccion X'/(f) N X¥i(g), la
cual se obtiene, primero, eliminando las asignaciones de X; y Xj tanto
en f como en g para obtener f'/ y ¢'/, y luego, realizando la operacién
de unién de caracteristicas f'/Ug'/. De esta unién se obtiene una carac-
teristica que se incluye en el conjunto resultante. Aqui se procede a la

siguiente caracteristica en G.

4. Luego de haber evaluado f con todas las caracteristicas en G, se procede de

la misma forma con la siguiente caracteristica en F desde el paso 2.

5. Al finalizar con todas las caracteristicas en F, ha sido generado un conjunto

de uniones con a lo sumo |F| x |G| caracteristicas.

2

6. Este conjunto se utiliza como entrada en el Algoritmo 1.

2Estas cardinalidades deben entenderse como el nimero de caracteristicas contenidas en ca-
da conjunto, y no deben confundirse con la cardinalidad de un conjunto de contextos por pares
asociados a caracteristicas o conjuntos de ellas (|F| = |X" (F)]).
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7. La salida de este algoritmo es un conjunto de caracteristicas P. Su cardina-

lidad se obtiene eficientemente con la Ec. (4.18):

Y Xim) =) [T x|

pepP PEP XpeXy\{S,u{X;,X;}}

En el caso particular de variables binarias esto es simplemente

Y ()] = Y a2

peP peP

Esta suma de todas las cardinalidades en P es el subtotal VP;;, como aparece

j’
en la Ec. (4.42).
8. El procedimiento se repite para cada par de indices de variables distintos.

Finalmente, las cardinalidades obtenidas para cada par se suman para obte-

ner el total de verdaderos positivos de G respecto a F.

4.3.2. Falsos negativos y falsos positivos

Por otra parte, los falsos negativos se obtienen, en los casos mas complejos, en
base a diferencias de conjuntos de contextos por pares asociados a caracteristicas.
En términos generales, a cada conjunto para f € F se le deben sustraer los conjun-
tos asociados a cada g € G. El calculo de esta diferencia se define en la igualdad
en la Ec. (4.21). El resultado que se muestra en las ecuaciones (4.43) y (4.44) fue

derivado en la Seccion 4.2.2.

1. Al igual que con verdaderos positivos, se procede por cada par de indices
distintos (7,7), por cada caracteristica f € F y, para cada f, se itera por ca-
da caracteristica ¢ € G, como lo indican la sumatoria y las uniones en las

ecuaciones (4.43) y (4.44).
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2. En base a la Ec. (4.21), se deben tener en cuenta las siguientes definiciones:

Cl(f) = XiESfVXjésjr

Ci(g)

X; €S,V X €S,

y C,, que es la misma condiciéon definida para verdaderos positivos.

Con estas definiciones se deben evaluar dos casos:

a)

c)

En primer lugar, si (g'/ C fi/ A—C;(g)) vV C;(f): esto puede significar, si
se cumple el lado izquierdo de la disyuncidn, que el par de variables es-
ta en el alcance de g y que las asignaciones en g’/ son un subconjunto de
las asignaciones de f'/, es decir, f es mas “especifica” que g, represen-
tando un subconjunto de sus contextos por pares; y si se cumple el lado
derecho, que alguna de las variables (o ambas) no estan en el alcance
de f. En este caso, el resultado es vacio y no suma a la cardinalidad de
ENj;j.
En segundo lugar, si C, vV C;(g): ningan contexto por pares de X'/ (f)
coincide con ninguno de X*/(g), o bien alguna variable del par no esta
en el alcance de g. En ambos casos, ningiin contexto por pares en X'/ (g)
esta incluido en X"/ (f). En estos dos casos, se agrega f al conjunto de

caracteristicas resultantes.

Si no se cumple ninguno de los casos anteriores, se construye un con-

junto de caracteristicas ng siguiendo la Ec. (4.22).

3. Luego de hacer la evaluacién anterior para toda g € G, se obtiene el pro-

ducto cartesiano entre todos los D}Eg, obteniendo un conjunto de conjuntos

de caracteristicas d, donde cada d € d contiene |G| caracteristicas (véase la

Seccion 4.2.2, Teorema 5).
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4. Con los conjuntos d € X g D}Eg resultantes, para cada d se eliminan las
asignaciones a X; y X; de todos sus elementos para obtener las d'l,y se reali-
za la unién de todas las caracteristicas Ugcqd’/. Se obtiene entonces un con-

junto de caracteristicas, a lo sumo una por cada d.
5. Se repite el procedimiento para la siguiente caracteristica en F.

6. Finalmente, el conjunto de todas las caracteristicas obtenidas es proporcio-

nado como entrada del Algoritmo 1.

7. Desde el resultado del particionamiento, la cardinalidad de FNj; se obtiene
de la misma forma que en el caso de verdaderos positivos (véase el paso 7
del calculo de verdaderos positivos), y estos se suman para producir el total

FN.

Los falsos positivos se calculan con el mismo procedimiento que los falsos

negativos, pero intercambiando F y G.

4.3.3. Verdaderos negativos

1. Finalmente, los verdaderos negativos requieren, para cada par de variables,
el producto de cardinalidades de las variables restantes, para computar el

numero total de comparaciones TC:

rc=Y || [pal(X0)

izjeV keV\{i,j}

)

lo que produce el primer término en la Ec. (4.45).
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2. Luego, simplemente se restan los restantes valores de la matriz de confusion,

computados previamente:

TN=TC-VP-FN-FP.

4.3.4. Ejemplo de aplicacion de la medida

El siguiente es un ejemplo no exhaustivo de aplicacion de la medida a un par
de estructuras. El proposito de este ejemplo es transmitir una nocién intuitiva del
calculo de los valores de la matriz de confusion teniendo en cuenta como se com-
binan multiples caracteristicas en las operaciones del método. Las condiciones y
operaciones no cubiertas por este ejemplo ya han sido ilustradas por los ejemplos
provistos para pares de caracteristicas a lo largo de este trabajo. Por simplicidad,
el caso mostrado tampoco incluye una explicacion del particionamiento, al tra-
tarse de un caso particular en el que los resultados de intersecciéon y diferencia

producen conjuntos ya particionados.

Ejemplo 12. La notacion de caracteristicas se encuentra abreviada por claridad. Sean

F={ <Xy,X;>,
< Xq,X, >,
< Xy,X3 >,
<Xp,X1,X,=0,X53=1>,
<X, X1, X, =1,X3=1>},9

G= { < Xo,X2 >,
< X11X2 >,

<X1,X3>},
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donde abreviamos caracteristicas de la siguiente manera:

<X01X2 >:{ <X0:O,X2:O>,<X0:0,X2:1>,
<X0:1,X2:0>,<X0:1,X2:1>},

y asi sucesivamente.

Notese que en F tenemos las independencias especificas del contexto:

(XL X1 [ X, =0,X3=1)A (X LX) | X, =1,X3=1) = (XoLLX;|X,,X3=1),

mientras que en G observamos la independencia condicional (Xy1LX; | X,). Es posible
facilitar la interpretacion de estas estructuras a través de sus grafos estratificados en la

Figura 4.1.

XZZO,X3:O
X2:1,X3:O

G

Ficura 4.1: Grafo estratificado correspondiente al Ejemplo 12. En el
caso de F, existen interacciones especificas del contexto representa-
das por los estratos L1} ={<X;, =0,X3=0>, <X, =1,X3 =0>}.

(B

(a) F )

Supongamos que queremos obtener los valores de la matriz de confusion para i =0

y j = 1. Veamos a continuacion cada caso:

» V Py : En F, tenemos un total de 8 caracteristicas con Xy y X, en su alcance. Sin
embargo, no hay ninguna con ambas variables juntas en G; por lo tanto, no hay

ningiin verdadero positivo para el par (0,1). Esto es fdcil de ver dado que no hay
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arista entre los nodos 0 y 1 en el grafo correspondiente a G, indicando que no

existen interacciones entre ellas.

» FNgy: Para las caracteristicas < X, X1,X, = 0,X5 =1 > v < X, X(,X; =
1,X3 =1 >, debemos realizar una serie de sustracciones entre conjuntos de con-
textos por pares, por cada caracteristica en G (Ec. (4.21)). En este caso en par-
ticular todos los sustraendos nos llevan a la condicion en que no hay contextos
para sustraer, es decir, el sustraendo es nulo. Por lo tanto, los falsos negativos son

la cardinalidad de los contextos por pares en

XM (< X0, X1, X, =0,X5=1>)

X% (< X0, X1, X, =1,X5=1>).

En realidad, cada uno de estos dos conjuntos es el resultado de una union entre
cuatro conjuntos de contextos por pares, uno por cada caracteristica representada
en esta notacion abreviada. Sin embargo, al eliminar Xy y Xy, los contextos X0t
son iguales a < X, = 0,X3 =1> vy <X, =1,X35 = 1 >, respectivamente, repe-
tidos cuatro veces. En ambos casos, al obtener la union de los cuatro nos queda,
simplemente, un contexto por conjunto. Por lo tanto, tenemos en total FNy; = 2.
(No hay particionamiento en este ejemplo: el resultado ya es una particion debido

a que los contextos por pares son completos.)

» FPy: Al no existir caracteristicas con X y Xy juntas en G, no hay falsos positivos
para este par. Al igual que en el caso de verdaderos positivos, podemos observar

esto en el grafo, donde no tenemos interacciones entre los nodos correspondientes.

» VNyy: El total de comparaciones —solo para (0,1)— es 22 = 4. Tenemos en-

tonces VNy; = 4—-2—-0-0 = 2. En el grafo, podemos interpretar esto como la
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coincidencia entre la ausencia de arista entre los nodos 0 y 1 para dos contextos

en FyenG.

Por completitud, veamos un caso de verdaderos positivos mayor a cero, por ejem-
plo, i =0y j = 2. En este caso, todas las combinaciones de pares de caracteristicas a
intersectar tendran un resultado nulo, excepto para la combinacion de la caracteristica
< Xy, X, >de F yde G. Al realizar su interseccion de contextos por pares, obtendremos
una union igual a dichas caracteristicas, y sus contextos por pares X%(< Xy, X, >)
son 4, por las asignaciones posibles de X; y X3. Nuevamente, al ser una union de con-
textos sin X ni X, en su alcance, los conjuntos de contextos por pares para todas las
caracteristicas representadas son iguales, y el resultado final es VPy, = 4. (No hay

particionamiento porque el resultado es una tinica caracteristica.)
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Capitulo 5

Metrica de distancia

Este capitulo esta dedicado a la propuesta de una métrica' basada en la ma-
triz de confusion presentada en el Capitulo 4, y a proveer una demostracion de
que tal propuesta cumple con las propiedades que permiten definirla como tal,

enunciadas en la Seccion 3.1.

5.1. Demostracion de las propiedades de meétrica

Una métrica es una funciéon que describe una idea de “distancia” entre ele-
mentos de un conjunto. Una nocién esencial para evaluar si una funcién cumple
las propiedades de una métrica es la de identidad entre dichos elementos. De-
bido a que la estructura de modelos loglineales es determinada en términos de
independencias especificas del contexto, utilizaré como definicién de identidad
de dos estructuras de modelos loglineales la identidad de sus respectivos mode-

los de dependencias. Siguiendo la Ec. (2.2) (Seccién 2.1.2), podemos describir las

Los términos métrica y medida de distancia son equivalentes y se refieren a una funcién que
cumple un conjunto de propiedades. A lo largo de esta tesis he utilizado el término (mas genérico)
medida para referirme a una funcién que puede utilizarse para comparaciones, satisfaga o no las
propiedades de una métrica.
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estructuras evaluando el conjunto de todas las preguntas de independencia espe-

cifica del contexto para un dominio Xy, que definiremos como

VizjeV;

UUWCV\{ij}
D ={I1(X;, Xj | xy, Xw)

UNW =0;

xy € val(Xy)

Asi, podemos decir que dos modelos de dependencias D; y D, son idénticos cuan-

do coinciden los valores evaluados en ambos modelos para toda I € D, es decir
D1:D2 — VIED,IDl :IDZ’ (51)

donde Ip, es el valor de verdad devuelto al consultar si la aserciéon I € D(Dy) (y lo
mismo para D,).

Con el fin de proporcionar una demostracion clara tendremos en cuenta una
distancia definida de manera directa y exhaustiva, que contaria el numero de aser-

ciones cuyos valores de verdad difieren en D; y D,. Tal medida se definiria como

d(Dy,D,) = '{I eD|Ip, #Ip,)

. (5.2)

El conjunto incluye las aserciones que son independientes en D; y dependientes
en D,, y viceversa; por lo tanto, su cardinalidad es equivalente a la suma de falsos
positivos y falsos negativos de la matriz de confusion.

Ahora recordemos el conjunto reducido utilizado en el enfoque de esta tesis

(definido a partir de la Ec. (4.3)):

DPE{I(XZ',X]'|XZ)|i¢j€V,xZ€Xij}.
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Con esta propuesta estamos definiendo la medida como el conteo de valores de

verdad incompatibles sobre el conjunto por pares:

dp(Dl,DZ) = ‘{I S DP|ID1 iIDZ}

. (5.3)

A pesar de esta aproximacion, podemos demostrar que la medida resultante es

una meétrica.

Teorema 6. La medida entre dos modelos de dependencia especificos del contexto Dyy
Djen la Ec. (5.3) es una métrica, es decir, satisface las propiedades de no negatividad,

identidad de los indiscernibles, simetria v subaditividad (desigualdad del triangulo).

Demostracion. Consideremos cada propiedad por separado:

1 No negatividad: se cumple trivialmente puesto que la medida esta definida

como la cardinalidad de un conjunto, por lo tanto no es negativa.

11 Identidad de los indiscernibles: puede expresarse como

dp(Dl,Dz) =0 D1 = Dz. (54:)

Para la implicacion de derecha a izquierda, la demostracion es trivial ya que
D; = D, por definicién (Ec. (5.1)) implica que cualquier conjunto de dependen-
cias evaluadas en los modelos tendra valores iguales. Expresado de otra forma,
en el caso exhaustivo tenemos que {I € D |Ip, # Ip,} = @ y la cardinalidad de
este conjunto es cero; entonces, dado que Dp C D, tenemos que lo mismo se

cumple para Dp.
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La implicacion de izquierda a derecha requiere un analisis mas detallado. La

demostracion aqui propuesta es por transitividad, al mostrar que

dP(D11D2):O - d(DI)DZ):Ol (55)

y luego verificando que la implicacién se cumple para la medida en la Ec. (5.2),
es decir, que

d(Dl,Dz) =0 = D1 = D2. (56)

En palabras, esto significa que siempre que la medida es cero sobre el conjunto
de independencias por pares, entonces la medida sobre todas las independen-
cias debe ser también cero (Ec. (5.5)), y que siempre que dos modelos tengan
una distancia de cero (medida al comparar todas las independencias) entonces

son idénticos (Ec. (5.5)).

Para la implicacion en la Ec. (5.5), procedemos por contradiccidon, asumiendo
que es posible tener una discordancia en alguna aserciéon de independencia
que no sea por pares en Dy y D, (es decir, d(D;,D,) # 0), mientras que simulta-
neamente se cumpla que dp(D;,D,) = 0, es decir, que todas las aserciones de

independencia por pares concuerden en ambos modelos.

Asumimos que una independencia arbitraria —que no es por pares— se cum-
ple en uno de los modelos pero no en el otro, es decir, (XiJ_LXj | xu, Xw)p, ¥
(Xi L X; | xuy, Xw)p,, sin producir discrepancia alguna en el conjunto de asercio-

nes de independencia por pares. Formalmente,

(XIJ_LX] | XU,)(V\/)D1 A (Xl_ﬂ_X] |xU,Xw)D2 AVYI e Dp, IDl = ID2'

La demostracion puede comprenderse con facilidad utilizando el concepto de
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caminos en grafos instanciados’ y el Teorema 1. Por un lado, por (XL X; |
xy,Xw)p, y el teorema mencionado, tenemos que, en el grafo instanciado
Gp, (xy) (Figura 5.1(b)), existe un camino desde i hasta j que satisface que nin-
guno de sus nodos esta en W. Denotemos este camino como Pj En términos

de independencias, tomaremos en consideracion la siguiente equivalencia,
(XIJ_LX] | XU,Xw) = VXW € vﬂl(Xw), (XIJ_LX] | XU,Xw), (57)

o bien

(Xi X | xy, Xw) = dxw € val(Xw), (X; L X | xy, xw),

paratodoslosi=je V,UUW CVIi, UNW =0, xy € val(Xy).

Esto implica que, para al menos un contexto xz, donde xy C xz, (X; L X; |
xZ)Dz-

Por otro lado, por (X;1LX; | xy,Xw)p, y el Teorema 1, en el grafo instancia-
do Gp, (xyy) (Figura 5.1(a)) no existe camino alguno desde i a j “por fuera” de
W, es decir, un camino que satisfaga que ninguno de sus nodos esta en W.
Por lo tanto, la secuencia de nodos de Pi no puede ser un camino en D;. Esto
implica que al menos un par de nodos adyacentes en Pj no esta conectado
por una arista en Gp (xy) (ejemplificados como k y I en la figura) mientras
que si ocurre que hay una arista entre ellos en Gp, (xy). En términos de sepa-
racién, podemos decir que W separa a i y j en Gp, (xy) pero no en Gp, (xy).
La implicacion es, en primer lugar, que por el axioma de Unién Fuerte (véase
el Apéndice A.2) tenemos (X; 1LX; | Xy\(x1juu)p,, ¥ por la Ec. (5.7), tenemos
(XZ-J_LXj | xz)p,, para x;; C xz y para todo XV\({k1)uU) € Xz\u- En segundo lu-

gar, tenemos que (X; . X; | Xy\({x,1juv))p,» ¥ Por la Ec. (5.7), debe existir al

2Un resumen del concepto de grafos instanciados se presenté en la Seccién 2.3.1.1.
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() Gp, (xu) (8) Gp, (xu)

Ficura 5.1: Dos posibles grafos instanciados en el contexto x; para
(Xi X | Xw,xu)p, ¥y (Xi L X; | Xw,xy)p,- W representa un conjun-
to de nodos y las lineas dobles gruesas representan aristas entre los
nodos 7 y j hacia todas las variables en W. Las lineas onduladas entre
nodos representan que hay un camino que une a esos nodos. En este
ejemplo, existe un camino desde i a j en D, por fuera de W, pero
para algan par de nodos (k,I), D; no tiene una arista entre ellos.
menos un contexto xy (con xy C xy) tal que (XiJ_LX]' | x7)p,- En consecuen-

cia, D; y D, tendran que diferir en una asercion por pares, contradiciendo asi

nuestra suposicion de que todas ellas concuerdan.

Para la implicacion en la Ec. (5.6), es suficiente observar que la medida solo
puede ser cero si el conjunto esta vacio, es decir, si todas las aserciones de inde-
pendencia tienen el mismo valor de verdad en cada modelo. El Gnico caso en
que esto es posible es cuando D; = D,, demostrando la implicacién. Asi, tene-
mos que por transitividad de las implicaciones en las Ecuaciones (5.5) y (5.6),

la implicacion de izquierda a derecha en la Ec. (5.4) se cumple.

m Simetria: esta garantizada debido a que la medida es un conteo de igualdades

(negadas), las cuales son conmutativas.
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1v Desigualdad triangular. Debemos demostrar que, para tres modelos de depen-

dencias especificos del contexto A, By C,
dp(A,C) <dp(A,B)+dp(B,C). (5.8)
Podemos reescribir la medida como una suma de términos,

p(Dy,D,) = Z d;(Dy,Dy), (5.9)
IGDP

donde

- 1 si IDl iIDZ
di(D1,D;) =

0 si ID] - IDZ'
La interpretacion es que cada uno de estos términos es un indicador que infor-
ma si la asercion de independencia I tiene el mismo valor en ambos modelos,
es decir, si ambos modelos tienen la misma dependencia o independencia para

las variables y conjunto condicionante especificados por I.

Podemos reexpresar la Ec. (5.8) utilizando la Ec. (5.9) como

)_d(A.C)< ) di(AB)+ ) di(B.C).

IEDp IEDp IEDP

Considerando que la suma de dos o mas desigualdades validas lado a lado
también es una desigualdad valida, es suficiente demostrar que para tres mo-

delos cualesquiera A, B, C y todas las aserciones de independencia I € Dp,

d;(A,C) <d;(A,B) +d;(B,C). (5.10)
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Considerando los modelos A y B, tenemos que para el término del lado iz-
quierdo en la Ec. (5.10), hay dos casos posibles: d;(A,C) = 0 0 d;(A,C) = 1.
Dado cada uno de estos, los posibles valores para d;(A, B) y d;(B,C) no pueden

ser combinaciones arbitrarias sino que estan restringidas como sigue:

d;i(A,C)=0 = (d;(A —O/\d(B,C):O) 511)
v( B)=1Ad;(B,C) =1),
dj(A,C)=1 = (d;j(A,B)=0Ad;(B,C)=1) 512)

v(di(A,B) =1Ad;(B,C) =0).
Para el primer caso (Ec. (5.11)), tenemos que el valor de la asercion I es el
mismo en Ay C, lo que significa que los tres modelos contienen la misma de-
pendencia o independencia, y entonces d;(A,B) = 0 Ad;(B,C) = 0; o bien que
Ay C concuerdan pero ambas difieren de B (ya que existen solo dos valores),
lo cual es representado por d;(A,B) = 1 Ad;(B,C) = 1. Las otras dos combina-

ciones no pueden ocurrir porque negarian el lado izquierdo de la implicacion.

Con respecto al segundo caso (Ec. (5.12)), siguiendo un razonamiento simi-
lar también existen solo dos posibilidades: d;(A,B) = 0 Ad;(B,C) = 1, o bien
d;(A,B) = 1 Ad;(B,C) = 0; en consecuencia la igualdad se satisface en am-
bos casos. Debido a que todos los casos posibles satisfacen la Ec. (5.10) y a
que la suma en ambos lados para todo I € Dp conserva la desigualdad, ahora

podemos concluir que la propiedad en la Ec. (5.8) se satisface.
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Capitulo 6

Resumen y conclusiones

En este trabajo fue presentada una métrica para la comparacion directa y efi-
ciente de las estructuras de dos modelos loglineales. Estos modelos son mas ex-
presivos que los que utilizan grafos no dirigidos como estructura, debido a su ca-
pacidad para representar independencias especificas del contexto; sin embargo, la
interpretacion de la estructura de independencias de estos modelos es compleja y
a mi entender no se conocia un método confiable para realizar comparaciones de
calidad directas de estas estructuras antes del diseno de esta métrica. La impor-
tancia de un método que compara estructuras de independencias reside en que
puede ser utilizado no solo para el objetivo de aprendizaje de estimacion de den-
sidad, sino también para descubrimiento de conocimiento. Por un lado, es posible
analizar diferencias en las estructuras de independencia obtenidas con algorit-
mos de aprendizaje de estructuras con respecto a estructuras sintéticas subyacen-
tes, o comparar las estructuras aprendidas por distintos algoritmos. Por otro lado,
se pueden sacar conclusiones cualitativas acerca de estructuras, ya sean aquellas
aprendidas por algoritmos o las que fueren disenadas por seres humanos exper-

tos (o0 ambas), las cuales no seria posible obtener por mera observacion excepto en



Capitulo 6. Resumen y conclusiones 112

escenarios simples (de baja dimensionalidad).

Ademas, el método presentado provee mas garantias que técnicas del esta-
do del arte para evaluar estructuras de independencias de modelos loglineales en
base a la distribuciéon completa. Para esta representacion, los algoritmos de apren-
dizaje usualmente son evaluados con la medida de divergencia KL para distribu-
ciones completas, o el método aproximado CMLL para dominios de alta dimen-
sionalidad, lo cual requiere aprender los parametros numéricos de los modelos
y son por lo tanto indirectos. Ademas, estos métodos tampoco poseen las pro-
piedades de una métrica. Existen algunas mediciones directas de propiedades de
las estructuras, que han sido utilizadas en varios trabajos, tales como la longitud
promedio de caracteristicas o el nGmero de caracteristicas, pero estos solo proveen
informaciéon muy limitada sobre las estructuras, y no existe ninguna garantia de
su validez. En este trabajo se ha demostrado que la técnica propuesta constituye
una métrica, haciéndola asi adecuada para obtener conclusiones confiables sobre

las comparaciones realizadas con ella.

6.1. Trabajo futuro

Algunas posibles lineas futuras de investigacion sobre este método podrian in-
cluir la basqueda de un procedimiento eficiente para computo sobre modelos lo-
glineales de multiples caracteristicas. Si bien la métrica propuesta tiene la ventaja
de omitir los procedimientos costosos, y a menudo aproximados, de aprendizaje
de parametros para la evaluacion de estructuras, tiene la desventaja de que no se
puede garantizar el computo eficiente respecto a la cantidad de caracteristicas de
los modelos loglineales a comparar.

También resultaria de interés conducir una exploraciéon del comportamien-

to de la métrica en comparacién con otras medidas tales como divergencia KL o
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C(M)LL en aplicaciones reales. Por ejemplo, podrian reproducirse experimentos
de aprendizaje automatico de modelos loglineales sintéticos y aplicar la métrica
sobre las estructuras aprendidas con distintos algoritmos del estado del arte para
efectuar una evaluacion de las distancias entre estructuras aprendidas y la(s) es-
tructura(s) sintética(s), con el fin de comparar la calidad de los resultados de cada
algoritmo. Esto también permitiria verificar si los resultados obtenidos de hacer
la misma comparacién con otra estimacion, tal como la divergencia KL, produce
diferencias en el ranking de algoritmos, y extraer conclusiones sobre el impacto
de falsos positivos y falsos negativos en el aprendizaje. La métrica permitiria ob-
servar qué algoritmos son mas propensos a cometer uno u otro tipo de error, y
por lo tanto ayudaria a disenar nuevas estrategias que mejoren el aprendizaje de

estructuras.
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Apeéendice A

Axiomas de independencia

A.1. Caracterizacion axiomatica de la relacion de
independencia condicional

Teorema 7 ([Pearl, 1988], Seccion 3.1.2). Sean X4, Xp, X7 v Xy conjuntos disjuntos
de variables en Xy . La relacion (Xo WL Xp | Xz), leida como “X, es independiente de
Xp dado X;” en algiin modelo probabilistico, debe satisfacer las siguientes condiciones

independientes:

n Simetria:

(XallXp|Xz) &= (XplLX4|Xy)

» Descomposicion:
(XallXp | Xzuw) = (XalLXp|Xz) A (XplLXw | X2)
n Union débil:

(XallXpuw | Xz) = (X4 L Xp | Xzuw)
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n Contraccion:

(XaLXp | Xz) A (Xa L Xw | Xz0p) = (XaLLXpuw | X2).
Si p es estrictamente positiva, se satisface una quinta condicion:

n [nterseccion:

(XA L Xp | Xzuw) A (Xa Xy | Xz0p) = (XaLLXpuw | X2).

A.2. Caracterizacion axiomatica del isomorfismo a
grafos de independencias

Teorema 8 ([Pearl, 1988], Seccion 3.1.3). Una condicion necesaria y suficiente para
que un modelo de dependencias M de una distribucion sea isomorfo a grafos es que
(X4 1L Xp | X7 )M satisfaga los siguientes axiomas (por claridad, se omite el subindice

M):

Simetria

Descomposicion

Interseccion

Union fuerte:

(XadllXp| Xz) = (XqLLXp | Xzuw)

Transitividad:

(XallXp|Xy) = (XauX | Xz) V(X LXp|Xy),

donde X, es una variable individual en Xvy\(aupuzuw)-
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Apeéendice B

Definiciones auxiliares

B.1. Operaciones con caracteristicas

Las siguientes definiciones han sido construidas durante el desarrollo de este
trabajo con el fin de proveer una descripcion clara de los procedimientos conteni-

dos en el mismo:

Definicion 10. Union de caracteristicas. Una union de dos caracteristicas f U g se
define sobre cualquier par f y g que satisfaga que para todo Xy € S¢ N Sy, Xi(f) =
Xk(g), y produce como resultado una caracteristica h tal que, para todo X € S¢ U
Se) Xk €Sy

Xi(f) si Xy € S¢

Xi(g) si Xy € Sg.

Ejemplo13. Si f =< Xy =1,X,=0,X35=1>yp¢=<Xy=1,X; =0,X4 =0>,5u
union es

ng:<X0:1,X1:O,XZZO,X3:1)X4:O>_
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Definicion 11. Subconjuntos de caracteristicas. Sean a y b dos caracteristicas. De-

cimos que a es subconjunto de b, denotado como a C b, si se satisface lo siguiente:

aCb — VkeS, ke Sb/\Xk(El) :Xk(b)

Ejemplo 14. Dadas

f:<X():1,X2:0,X3:1>,
g:<X0:O,X3:1>,
l:<X0:1> 1%

h:<X0:1,X3:1>,

tenemos que f Ch,g Ch,yl Zh.
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Apeéendice C

Lemas auxiliares y sus

demostraciones

C.1. Relacion entre contextos por paresy
subconjuntos de una caracteristica

Lema Auxiliar 1. Sean F el modelo loglineal de alguna distribucion Xy, f € F algu-
na caracteristica en F, X; # X; € Xy dos variables distintas, x7 € X' algiin conjunto
condicionante por pares, y f'I denote la caracteristica compuesta por las mismas asig-

naciones en f pero sin asignacion a las variables X; y X;. Entonces,
x7 €XU(f) & fICxz; AX;,Xj€Ss (C.1)

donde la operacion de subconjunto f' C xy se establece sobre asignaciones, es decir, se
interpreta que cada variables en la caracteristica f que no sea X; ni X; tiene asignado

el mismo valor tanto en f'/ como en xy.
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Demostracion. Ellema deriva de manera directa de hechos conocidos a partir de la
teoria de modelos loglineales. Por la definicién de X*/(f) enla Eq. 4.4, x; € X' (f)
siempre que (X; L X; | xz). De acuerdo a [[Koller and Friedman, 2009], Capitu-
lo 4], cualquier distribucién estructurada por algin modelo loglineal F, contiene
una interaccion directa (una dependencia) entre cualquier par de variables X; y
X;, siempre que aparecen juntas en al menos una caracteristica f € F. Ademas, la
interaccion se sigue cumpliendo cuando esta condicionada en alguna asignacién
parcial de variables, cuando existe al menos una caracteristica que satisfaga que
todas sus asignaciones concuerden con el conjunto condicionante. En particular,
para el caso de conjuntos condicionantes por pares, I(X;,X; | xz) es una depen-
dencia siempre que cada variable en x; (que también esta en el alcance Sy de f)
tiene un valor que concuerda en ambos. Finalmente, el lema queda demostrado al

observar que xz no contiene a X; ni a X;.

C.2. Descomposicion de contextos por pares de un
conjunto de caracteristicas en la union de
contextos por pares de caracteristicas
individuales

Lema Auxiliar 2. El conjunto de contextos por pares X'I(F) de un modelo loglineal F
es equivalente a la union de los conjuntos por pares X'I(f) de cada una de sus caracte-

risticas f € F; formalmente,

XI(F) = Jai(f)

feF
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Demostracién. DelaEc. (4.4), X'/(F) = {xz e X | (XL X | xz)p}; ademas, siguien-
do el razonamiento presentado en el Lema Auxiliar 1, si una asercion I(Xi,X]- | x7)
es dependiente de acuerdo a alguna caracteristica f € F, entonces es dependiente

de acuerdo al modelo loglineal completo:
(Xi X | x, Xw) f = (X L X | %, Xy )E-
Por lo tanto,

XV (F)

{xz exif|(xi4¢xj|xz)1:}

xz €X' \/(Xz‘-lﬂ-Xj |xz)f
feF

e 271 060.%; 1x2),

feF

LJxi(s)

feF

[lustraremos la definicion de este lema auxiliar con un ejemplo:

Ejemplo 15. Sea V ={k},k =1...4, VX, val(X;) ={0,1}, v f,f’, f” € F donde

f:<X1:O,X3:O,X4:1>,
f/:<X2:1,X3:O,X4:O>,y

f//:<X1:O,X2:O>.

Sean i = 3y j = 4. Entonces,

X)) =(<X1=0X,=0><X;=0,X,=1>)
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.9(34(f/) ={<X;=0,X,=1><X;=1,X;,=1>}

X?A(f//) — 0.

Ast, X3*(F) es la unién de los contextos por pares X3*(f) vy X3*(f’), asumiendo que
f v f’ son las uinicas caracteristicas en F que contienen X3 y X4 en sus alcances, dando

como resultado

XH(E) =X () u s (f)

:{<X1 :0,X2:O>,<X1 :O,X2:1>,<X1 :1,X2:1>}.

C.3. Transitividad entre subconjuntos de
caracteristicas

Lema Auxiliar 3. Sean a,b v c tres caracteristicas cualesquiera; entonces
aCbAbCc = aCc.
Demostracion. Por la definicion de subconjuntos de caracteristicas (Definicion 11),

aChb = VkESa,kESb/\Xk(a) =Xk(b),
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entonces,

- VkESb,kESC/\Xk(b) :Xk(C)
— Vke S, keS.AXi(b) =Xi(c), porque S, C Sy,
= VYkeS, keS.AX(a)

Xi(c), porlaEc. C.3

= aCec.
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Apeéndice D

Comparacion entre la meétrica

propuesta y la divergencia de

Kullback-Leibler

Las medidas existentes para la comparacion de modelos loglineales, entre las
cuales la mas utilizada es la divergencia de Kullback—Leibler [Kullback and Leibler,
1951, Cover and Thomas, 2012] no permiten la comparacion directa de estructu-
ras; en cambio, comparan las distribuciones completas (estructura mas parame-
tros de los modelos), lo cual introduce varias limitaciones, como se describi6 en el
Capitulo 3.

El método propuesto en esta tesis, consistente en computar una matriz de con-
fusion —abarcando las medidas de verdaderos positivos (V P), verdaderos negativos
(VN), falsos positivos (FP), y falsos negativos (FN )—, no solo se computa de forma
directa sobre estructuras de dependencias de los modelos a comparar, sino que

ademas permite discriminar entre distintos tipos de errores.
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Para facilitar una comprension intuitiva del impacto de estas diferencias, pre-
sentaré a continuaciéon un ejemplo de aplicacion de la métrica de esta tesis a una
comparacion exhaustiva entre un modelo sintético original y modelos con distan-

cias variables respecto a él.

D.1. Ejemplo: Discriminando falsos positivos de
falsos negativos

En el siguiente ejemplo se utilizan modelos sintéticos con distintos nameros
de falsos positivos y falsos negativos y parametros aleatorios, con el fin de ilustrar
limitaciones de una medida de comparaciéon de distribuciones de modelos logli-
neales para la estimacion de la disimilitud de sus estructuras, en contraste con
la métrica propuesta. Especificamente, se evalta la divergencia KL sobre todos
los modelos sintéticos generados y los valores obtenidos se visualizan uno a uno
contra los valores de errores (falsos positivos o falsos negativos) obtenidos con la
métrica, dando una idea de su correlacion.

El preprocesamiento de los resultados y su visualizacion fueron realizados en
el lenguaje estadistico R, utilizando principalmente los paquetes shiny y plotly.
El computo de la métrica fue realizado con una implementacion en Java, accesible
publicamente en el siguiente repositorio de GitHub: github.com/jstrappa/jllcm.
La divergencia KL se computé con la implementacién del siguiente repositorio:
bitbucket.org/ystrappa/kl. El trabajo contenido en esta seccion fue presentado
oralmente en la conferencia LatinR 2019, llevada a cabo en el mes de septiembre

de 2019 en Santiago, Chile.


https://github.com/jstrappa/jllcm
https://bitbucket.org/ystrappa/kl
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D.1.1. Metodologia

El procedimiento consiste, en primer lugar, en la utilizacién de un modelo sin-
tético Mp —que también puede llamarse “original”—, definido sobre un dominio
de 6 variables: { X),..., X5 }. Fue seleccionado debido a su aparicion en trabajos re-
lacionados (véanse [Edera et al., 2014a]y [Edera et al., 2014b]), y a que posee una
estructura que puede modificarse de manera sencilla para generar variantes con
un numero considerable de falsos positivos y de falsos negativos.

El modelo original se muestra en la Figura D.1, utilizando la representacion
de grafos instanciados descrita en la Seccién 2.3.1.1. En este caso se incluye la
variable instanciada en el grafo. El mismo consiste en dos estructuras locales: un
modelo saturado (subgrafo completo) para un contexto dado por una variable,
y un modelo independiente (subgrafo vacio). De esta forma la estructura global
contiene un numero de independencias especificas del contexto. El modelo de

dependencias asociado es:
Dy :{(Xi_jZLXj | Xo = 0)}U{(XiJ_LXj | Xo=1);Yi=je(l, ,5}}.

Los parametros fueron generados variando los pesos de las caracteristicas con
el fin de mantener interacciones fuertes. El diseno de los mismos se explica en
detalle en [[Edera et al., 2014a], Apéndice B]. He utilizado los modelos generados
para la experimentacion del citado trabajo, con el permiso de sus autores.

La comparacion se divide en dos partes. Por un lado, veremos la evaluacion
sobre un conjunto de estructuras Mgp que solo tienen falsos positivos respecto a
Moy y, por otro, sobre estructuras que solo tienen falsos negativos respecto a Mo,
MFN-

Una vez obtenidas las estructuras el siguiente paso fue computar la medida
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!
N & e

(4) Grgy (Mo) (B) Gy, (Mo)

Ficura D.1: Grafos instanciados asociados al modelo sintético M.

de distancia de estructuras loglineales (dp) directamente entre la estructura sin-
tética Mo y cada estructura generada aleatoriamente. Esto consiste en obtener,
para cada estructura Mgy € Mgy, el valor dp(Mo, Mgy ), y para cada estructura
Mgp € Mgp, dp(Mo, Mgp).

El calculo de la divergencia KL requiri6 pasos adicionales. En primer lugar,
fue necesario generar conjuntos de datos de distintos tamanos desde el modelo
sintético M. Especificamente, utilicé los tamanos s € {50,100,1000,10000}, y el
método de muestreo fue un muestreo de Gibbs utilizando el paquete de software
de cédigo abierto Libra toolkit'.

En segundo lugar, realicé aprendizaje de parametros desde estos datos para
todas las estructuras aleatorias Mgy y Mpgp, para obtener la distribucién com-
pleta estimada con cada uno. Por altimo, calculé la divergencia KL entre My y
cada modelo obtenido en el segundo paso, y promedié los valores sobre los 10

conjuntos de parametros del modelo correspondientes a cada s.

1Disponible en http://libra.cs.uoregon.edu/


http://libra.cs.uoregon.edu/
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D.1.2. Resultados

La visualizacion se muestra en las Figuras D.2 a D.5. En cada una, los resulta-
dos para Mgy y Mpgp estan graficados por separado. Las graficas muestran a su
vez una comparacion de los resultados para distintos tamanos de muestras utili-
zados por la divergencia KL para el computo de similitud.

En cada grafica, el eje X representa el porcentaje de errores, mientras que el eje
Y muestra el valor de la divergencia KL para la estructura correspondiente. Cada
punto es una estructura diferente. La desviacion estandar es la correspondiente al
conjunto de modelos obtenidos por el aprendizaje de parametros desde los datos

generados por los 10 conjuntos de parametros originales de M.

D.1.3. Conclusiones

Se observa una correlacion positiva entre la divergencia KL y el computo de
falsos negativos de la métrica. Esto es de esperar, porque este tipo de error impli-
ca que existen interacciones que no pueden ser cuantificadas con los parametros,
sin importar la cantidad de datos. En consecuencia, la divergencia KL muestra la
disimilitud causada por la ausencia de interacciones en los modelos a comparar
que si estan presentes en el modelo original. Sin embargo, no hay correlaciéon con
el porcentaje de falsos positivos. La divergencia KL, por otro lado, previsiblemen-
te oscurece las diferencias estructurales entre modelos con este tipo de errores.
Por altimo, es posible senalar que cuanto mayor es la cantidad de datos utilizada
para el aprendizaje de parametros de los modelos evaluados con divergencia KL,
peor es la estimacion de diferencias estructurales cuando hay falsos positivos pre-
sentes. Esto es a causa de la compensacion de los parametros aprendidos, ya que

pueden ser estimados con mayor precision cuantos mas datos se utilicen.
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Ficura D.2: Comparacion de errores para la métrica propuesta (eje

X) contra divergencia KL (eje Y) para conjuntos de datos sintéticos

de 6 variables, para s = 50. Arriba: % de falsos positivos. Abajo: % de

falsos negativos. Cada punto en las graficas es una estructura dife-
rente.



Apéndice D. Comparacion entre la métrica y la divergencia KL 129
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Ficura D.3: Comparacion de errores para la métrica propuesta (eje

X) contra divergencia KL (eje Y) para conjuntos de datos sintéticos

de 6 variables, para s = 100. Arriba: % de falsos positivos. Abajo: %

de falsos negativos. Cada punto en las graficas es una estructura di-
ferente.
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Ficura D.4: Comparacion de errores para la métrica propuesta (eje

X) contra divergencia KL (eje Y) para conjuntos de datos sintéticos

de 6 variables, para s = 1000. Arriba: % de falsos positivos. Abajo: %

de falsos negativos. Cada punto en las graficas es una estructura di-
ferente.
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Ficura D.5: Comparacion de errores para la métrica propuesta (eje

X) contra divergencia KL (eje Y) para conjuntos de datos sintéticos de

6 variables, para s = 10000. Arriba: % de falsos positivos. Abajo: % de

falsos negativos. Cada punto en las graficas es una estructura dife-
rente.
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